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(p， q)論理関数の出力 s固定， p-s閉集合の

S-(p， q)論理完全性について

羽賀隆洋

s-(p~ 笥)圃 Logical Compleieness for the Output s園 Coherentヲ

(p-s)圃 ClosedSet of the (払司トLogicalFunctions 

Takahiro HAGA 

The multiple-valued logic (M-V Logic) has been studied in various points of view 

Above all， as VLSI has become important in constructing computers， problems such as 

the complexity of the interconnections in VLSI and the sever巴 restrictionof the number 

of pins have become very important， and their solution is expected to require， for 

example， M -V Logic. 

Therefore， we have proposed the idea of the p-valued input， q-valu巴doutput logic ((p， 

q)-Logic)， where 2~三 q孟 p， 3豆p.The idea stems from the considerations that (1) the inputs 

of the threshold elem巴ntscan b巴veryeasily extended to the p-valued case， while (2) the 

extention of the outputs of the threshold elements to the p-valued case is difficult because 

the number of necessary thresholds increases. 

In this paper， the condition of the s-(p， q)一logicalcompleteness for th巴 outputs 

coher巴nt，(p-s)-closed set of the (p， q)ーlogicalfunctions is discussed. As a result， the 

condition is seen to be almost equivalent to the q-valued one. From the result， it may be 

expected that the studi巴sand the costs of networks in M-V Logic are almostly reduced 

to the 2-valued one by selecting q之 2
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1.まえがき

近年，論理回路の大規模集積化につれて， VLSIの

配線量，面積などの低減化のため多値論理の研究，

応用がさかんとなりつつある。我々は多値化の容易

な素子の一つで、あるしきい素子の多値(p値〉への拡

張を検討してきたが，一般に p-1個のしきい値を要

するため，値 pの増大とともに構成費用が増大する

としづ欠点がある。そこで， p値入力， q値出力〔以

下， (p， q)と略記する〕論理の考えに至ったわけで、

ある。ただし 2三三q三三p， 3三三pとする。

このような (p，q)論理素子の他になんらかの p値

論理素子が必要となることはもちろんであるが，回

路の大部分を (p，q)論理素子により構成し，要所

でp値論理素子を用いれば，回路全体の費用は低減

化されるであろう。

すなわち， (p， q)論理しきい素子においては q-1

個のしきい値を要するが，値qを小さく選べば，従

来の 2値の場合よりもわずかの費用増大ですむであ

ろうと期待される。 p値論理回路の構成においては，
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その際，利用できる (p，q)論理素子の集合が，

(p， q)論理完全であることが望ましい。例えば，

容易に実現可能なアナログ加算器(しきい値の個数

がOのしきい素子ともみなされる〉を p値論理回路

の出力素子として用いるとき，任意の p値論理関数

が実現されるためには，利用できる (p，q)論理素

子から任意の (p，q)論理関数が実現される ((p，

q)論理完全で、ある〕ことが十分条件となる。そこで，

本文では，特別な場合ではあるが， s-(p， q)論理

完全性の必要十分条件を与える。
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2.諸定義

入力値に対応する p個の論理値を

Lニ{1，…， p} (1) 

と表わし，出力値に対応する q個の論理値を

Jニ{i" …， iq}<;: L (2) 

(1三三L<・・・<iq;';;p)

とする。 (p，q)論理関数fとは，写像

f:Ln---'竺三→ J (for some J) 

である。特に

i，=1，・， isニS

(s十l三三15十，<圃園・<iq三三p)

である Jを]<5)と表わす。

(3) 

(4) 

[定義 1](p， q)論理関数の集合 Fが，出力 sllID定，

p-s闘であるとは，以下のときをいう〔但し， 0豆s再三

q) : 1， …， s以外に s+1三三i，<...<ir三三p(1孟r三五q

s)を出力する (p，q)論理関数 fがFに含まれてい

れば， lb…， irを各々s+1孟i1f孟…三三ir'孟pで置き換

えた (p，q) 論理関数 fがすべて F~こ含まれる。

この定義 lにおいて， fがしきい関数であれば， f

のすべてが伺一重みのしきい関数であることに注意

する。

[定義 2]以下のとき， (p， q)論理関数fは (i"

i2)縮退という:任意の i=1， ••• n vこ対して9

f (x1) ••• Xi-l， jh Xi+b ・， Xn) 

=f (X" 一， Xi-'， i" Xi+" ••• Xn) (5) 

(X" …， Xi-l， Xi+l， …， Xnε L， 1三五i，<i，三三p)

(p， q)論理関数の集合 Fが(j"i，)縮退であると

は， Fに含まれているすべての fが仏， i，)縮退で

あるときをし、う。 Fが非縮退であるとは，任意の l孟

J' <i2孟 pに対して(j"U非縮退の fがF中に存在

するときをし、う。

[定義 3](p， q)論理関数fから導出される q値論

理関数?を以下のように定める:

f*(Xj， ...， Xn)ニ咋，¥(f('7'J¥" (Xj)，・， '7'J~"(Xn)))(6) 

但し， OUT(f) <;:J(S)， Xj，…， XnεQ={ 1，…， q}. 

ここに，一般に，

X2 

OUT (f)<;:]iSI， fEF} (9) 

と定める。

[定義 4]出力 s固定， p-s閉集合 Fがs-(p， q) 

論理完全であるとは， OUT(f) <;: ](5) (for some J(5)) 

なる (p，q)論理関数fがすべて [FJに属するとき

をいう。但し，一般に， [FJはFvこ含まれる論理関

数のみを用いて合成される論理関数の全体から成る

集合とする。

3. s-(p， q)論理完全性の条件

ここでは， sを任意に固定して考える。但し，

0豆s手q ~ 

[定理 1]出力 5固定， p-s閉なる (p，q)論理関数

の集合 Fがs一(p，q)論理完全であるための必要十

分条件は，以下の 2つの条件が成立つことである

(川町値論理完全で抗。

(2) Fが非縮退である。

(証明〉付録 1に示す。

[例 1Jp=4， q= 2， s= 1の場合を考える。]<

{1， 2}， {1， 3}， {l， 4}のいずれかである。

図 1のfにおいて， JP二{1， 4} ， J 2 (5) = { 1， 2} 

とすればf*=x，.X2 (NAND) となり， f*はq=2 

値論理完全で、ある。又， fは非縮退である。従って，

Fニ {f，f'， f"}は 1-(4， 2)論理完全である。

但し， f'， f"は， fの出力値 2を各々 3， 4で置き換

えて得られる (4， 2)論理関数とする。

4 1 1 1 1 

3 l l 1 1 

② ② 2 2 ① 

OUT(f)={ilf(x)=i for som巴 xELn}(7) l① ② 2 2 ② 

又，一般に，

伊J叩 :Q~二 1 on与J(SI (8) ① 2 3 ④ 

( '7'Jω(i)<伊J<，，(j)for i <j EQ) Xj 

そして，

F* ={f*lfor every J(SI， J¥SI，…， JP; 図 1 1一 (4， 2)論理完全なFを与える fの例
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この定理 1から， s-(p， q)論理完全性はほぼq値

論理完全性Uこいし、換えられることが知られる。これ

は，直観的にも妥当な結果であろう。なお， s= 0の

場合は，従来の出力(全〉閉))の場合に一致する。

パラメータ sの値が大であるほど， fεFなる f

を論理素子として実現する費用は小となるであろう

が，逆に， sが小であるほど Fの論理的能力(例えば，

F*l'こ含まれる q値論理関数の豊富さなど〉は大とな

ろう〔付録 2参照〉。従って，実際の応用においては，

最適な sの値が存在し，投手jlj'の進歩とともにその最

適値は変化していくであろう。これは， p， qの値自

体についてもいえることである 2)。

4. s=q (出力(全)固定)の場合

s=qの場合には，以下の定理2が成立つことが知

られている 3)0 {旦し， J<q)二 Q={l， ••• q}であるこ

とに注意する。

[定義 5](p， q)論理関数の集合 Fが出力(全〉固

定であるとは，

OUT(F) = u OUT(f)三 Q (11) 

のときをいう。

[定義 6]OUT(f) C;: Qなる (p，q)論理関数fか

ら導出される q値論理関数?を，

f*(x)，…， xn) 

=f(x)，…， xn) (x)，・， xnε Q) (12) 

とする。そして，

Fホ= {f* 1 fεF} (13) 

とする。

[定義 7] 

F={f(il，， IL，， IL，， xn〉|1壬1)
n 

<・・・ <lrn~五 n : k)， ... km E三L-Q: 

0手m手n: fεF} ~ 

とする。ここに，一般に， 1;三 1は (p，q)論理定数

関数とする(iεL)。

[定義 8]出力固定集合 Fが q-(p， q)論理完全で

あるとは， OUT(f)三 Qなる fがすべて [FJに含ま

れるときをし、う。

[定理 2](p， q)論理定数関数 1q+)， ••• 10が使用

できるとする。そのとき，出力固定 Fが q-(p， q) 

論理完全であるための必要十分条件は，次の 2つの

条件が成立つことである

Xl 

①② 3 

I 1 1 1 

1 l 1 

1 1 1 

1 I l 

1 1 1 

1 I I 

② ② 1 

② ① l 

1 1 1 

1 X2 { 2 

3 

X3 {2 X2 { 2 

3 

①

②

3
 

X
 

図 2 2-(3， 2)論理完全なFを与える fの例

((1) h q値論理完全で抗。

(2) Fが非縮退である。

[例 2]pニ 3，q= 2の場合を考える (s=q=2)。

J<q)=Q={1， 2}である。 F={f}，かつ， 13が使

用可能，とすれば， f(x)， X2' 13) E Fであり，

云三五~ (NAND)ε(F)"となる。又， fは非縮退であ

る。従って， Fは2-(3， 2)論理完全である。

5.むすび

本文では， (p， q)論理関数の特別な集合である，

出力 s固定， p-S閉集合 Fのs-(p， q)論理完全性

の必要十分条件主与えた。その結果， s-(p， q)論

理完全性はほぼq値論理完全性にし、し、換えられる

ことが知られた。従って，例えば q~と 2 の場合を考え

ると，従来の 2値論理の場合と同程度の複雑さで

種々の議論を行え，又，同程度の費用で多値 (p値〕

論理回路が構成され得る， という期待がもたれる。

今後，計算機の種々の論理回路構成に対して， (p， 

q)論理が具体的にどのように役立つのか，又，値p

を任意に固定したとき，最適な s，qの値はどのよう

な値であるのか， といったことを検討することが急

務である。又，理論的には，集合 Fに対する条件を

緩めた場合の，完全性の条件を求めることが興味あ
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(付録 1)定理 1の証明

必要性:

条件(1)の必要性 :Fがs一(p，q)論理完全であれば，

任意の q値論理関数 gに対して，

g(X1， "'， Xn) =f(9'J¥，，(X1)，…，伊Jw，(Xn)) (1日

である fが [FJに属する (forany specified N5) ; 
i= 1，…， n)。従って，その fを実現する回路にお

いて入力引を J/5)(for each i= 1，…， n)と制限

すれば， F*中の素子からなる gを実現する q値論理

回路となる。

条件(2)の必要性:仏， i2)縮退性が，回路合成で保

存されることに注意すればよい。

十分性:

[補題 1]f E [F]，かっ， OUT(f) ~ J(5) (for some 

](5))ならば，任意の]<sl'について [FJ中に OUT(f')

~ ](5)'なるf'がすべて存在する。しかも， f'は， fの

s+ 1以上の出力 s+1豆i，<…<ir孟pを各々s+

l孟i1'豆…話irF三玉pに置き換えて得られる。

この補題 1は， Fのp-s間性から明らかであるが，

OUT(f)豆{l，…， s}，すなわち， r= 0ならば，

補題 1は無意味(空なる真〉となることに注意する。

又， s+l三五i，'<…<V孟pへの置き換えにより得ら

れる任意のf'に対し， f'-fと表わすことにする。

さて， F*のq値論理完全性より，任意のiE三Qに

対して q値論理定数関数 Ij三 jが以下のように得ら

れる:

L = 9'j;;} (f(伊J¥，，(X1)，…， 9'Jw' (Xn))) (1日

(for some J<5)， JI5)，…， Jf?;OUT (f)~J<5) ， fE [F]; 

XJ，…， XnεQ)o 9'J町伊JE}は{1，…， s }上においては

恒等写像であるから，各(p，q)論理定数関数I1=1，

" 15三 sがf(IJ(X)，一 ，fn(x))として得られる。

但し， OUT (f) ~J(5) ， OUT(f1)~J\Sに…， OUT(fn)

~Jh5) ， X ELn。又， f1，・， fnE[FJの存在性は補題1

からいえる。次に， S~五 qであるから，同様にして少

くとも 1つの(p，q)論理定数関数II三 i(for some s + 

1孟i孟p)が得られる。そして， Fのp-s閉性に注

意すれば， (p，q)論理定数関数15+1三 s+l，"'，Ip三 p

がすべて得られる。

次に， F*のq値論理完全性，及び，補題 1より，

以下の f" …， f6及ひ守f)'-f)なる f)'がすべて Fから

得られる(i=1，…， 6)。なお，これら fi> fl'は回

路内部としてのみ用いられること，及び，各部分回

路の fan-outは1とすることができる(必要に応じ

て複製する〉ことに注意する。すなわち， fan-out 

が2以上の部分回路からの，次段の素子への種々の

異なる入力制限要求 J)15)に矛盾なく対応できること

に注意する。

①支1=9':r~ (f1 (ψJ¥'ω(X1)) ) (17-1) 

(for any ]151， for some ]151， OUT(f1)~J(5)) 

②X1・…・Xm=再，¥(fz(伊J¥S，(Xl入"，9'Jm'(Xm)))

(for any J(51， for some J¥5)，…，JF， 

for each m， OUT (f2) ~ J(5)) 

(17-2) 

③X1+…+Xm=同，¥(ts(9'J¥'】(X1)，…， 9'Jm' (Xm))) 

(17-3) 

(for any J(5)， for some J151，…， JF， 

for each m， OUT(f3)~J(51) 

④max (XJ， "'， Xm) =何~(f4( 9'JI釦 (X1) ，・・，

伊J日，(Xm))) (17-4) 

(for any J(51， for some JI5)，…， Jr， 

for each m， OUT (f4) ~ J(51) 
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⑤(X1)lll=仲代f5('PJ¥，，(X1))) (17-5) 

(for any J(5)， for some n5)， OUT (f5) <;; J(5)) 

⑥(X1)I-ll =折，¥(f6 ('PJ¥'ω(X1))) (17-6) 

(for any ;<S)， for some nS)， OUT(f6) <;;J(5)) 

ここに， X1=q -X1+ 1はq値論理否定， maxはq

値論理MAXである。又， Xl，."， XmE Qに対して，

G
&
1ょ

f
f
J

‘1
h

、
一一m

 
x
 

x
 

(X，=・・・=Xm=q)

(その他〉
(18-1) 

(1 (X， =…=Xm=1) 
X，+…+Xm= i 

命 山 'q (その他〉

( X， + 1 (X， < q) 
(X')r1'= j 

ーーに q (X， =q) 

( x， -1 (X， > 1) 
(X，) '_1， = i _-. _ '_~. -， (18-4) 

_-'-'J '1 (X， =1) 

である。これらの関数と， Fの非縮退性より，

(q (x=i) 
Xi= j' : (19) 

'1 (x=1，・"， i-1， i十1，"'， p) 

なる関数および、(XI)'-どなる関数がすべて得られる

(for any i = 1，…， p) まず， Fの非縮退性より，

任意の l孟i，<i2豆pqこ対し， G" i2)非縮退の fが

存在する。そして， Fのp-s閉性よりf'-fなるf'が

(18-2) 

(18-3) 

すべて F中に存在する。

f(k" …， kl_" i" kl+"…， kp) 

宇f(k" …， kl_" i2' kl+'，…， kp) 

そこで，

早J.・;， (X) =f CIk" "'， h，_" x， h"" "'， 1k，) 

(21) 

と置く (XEL)。一般性を失うことなく，甲J"J，(x=

i1) < 71J，.J， (x =j2)とする。さらに， OUT (甲J，，J，)三

OUT(f)<;;n5) (但し， n5)はおにおける入力制限〕

とできるから， f5 (甲J，，J， (x))はり 71J，.J，(x=I!)， 71J，.J， 

(X=j2)の値がJIS)中で各々 lつ上の値となるように

できる。以下，同様にして 71J，ぷX=i2)の債がJ15)

中の最大値となるようにできる。次に， OUT(甲jl)2

(X)) <;;JIS)(但し， JiS)はf1における入力制限〕とでき

るから， 71l，.J，(x=I!) > 71J;，J，(x=i2)なる 71t(討を得る。

さらに，上記71(X)に対すると同様に，ちを適当回使

用して叫J，(X=j1)の値がJIS)中の最大値となるように

できる。これら71(X)，71t(x) に甲~71' ， が~(が)'な

る71'，何十)'がすべて得られるから，以下により， Xl 

及び(XI)'~Xi なる関数がすべて得られる。

(20) 

xl=f2(仇 I(X)，…， 711-1，i (x)，ηtioi+' (x)，・

ηt!，p (X)) (22) 

但し， OUT(仇 1)={九 k，}(k，はJ，(5)中の最大値，

れま J，(5)中の非最大値)，…， OUT(ηtl，p) = {ん-"

kp_，} (kp_，はJpJS}中の最大値， ι1はJp-1(S)中の非

最大値〉とできることに注意する。ここに， JJS)，…，

JpPはf2における各々の入力制限である。また，f2 

の出力は任意の J(5)の最小値，最大値と選べる，従っ

て， OUT(f2) = {1， q} とできることに注意する。

以上により， OUT(f(x))={i"…， ir} <;; ](5) (for 

some J(5))なる (p，q)論理関数f(x)が， 次のよ

うに構成される。但し， 1 ~玉 j ， <…<jr孟p，1 ~玉 r ;;玉

qとする。

gk(X)=f2(xl'，…， x~，) (23-1) 

(k=(k1，…， kn)) 

ht( x) =fa(gk，( X)， "'， gk.( x ) (23-2) 

({k1，…， km}={x If(x) =f}) 

f(x) =f4(f~' (hJ，( x))，…， f<I'(hJ_( xl)) (23-3) 

(XEP) 

ここUこ，

(1) OUT (Xlk，) = {i'， iq} (iqはちにおける入力制

限Ji(5)の最大値， iFはJi(5)中の非最大値〉とで

きる(i=1，…， n)。

(2) OUT(gk，(X))={i"i'} (i，はおにおける入力

制限 Ji(5)の最小値， i'はJI(5)中の非最小値〉と

できる(i=1，…， m)。

(3) OUT(hJ， (x)) = {i" iq} (i" iqはむにおける

入力制限J，(5)の各々最小値，最大値〉とできる

(i=1，…， m)。

(4) OUT(f) <;; J(5)なる J(5)において， jlJ…， irが

各々小さい方から ν"…， ，今番目であるとする

(1豆町<・・<時三玉q)。そのとき， OUT(f6f， 

(hJ，(X)))= {i" ki} (但し， kiはf.における

入力制限 JI(5)の小さい方から VI番目の値， I1 

はJI(5)中の最小値)とできる (forsome 4 ; i= 

1，…， r)。

(注)時=qならば lr=0とする。そして， OUT(hJ，-

(x))={i" iq} (iqはf.のr番目の入力制限

J/5)の最大値， i1はJ/5)中の最小値〉とする。

(5) f.の出力はOUT(f)<;; ](5)なる上記の ](5)中の

i"…， irにできる。

最後に， r= 1なら f= 1i (for some i εL)であり，

すでに作られていること，及び， n= 1 and/or m=  

1なら， f2，むを自然に解釈すること，に注意する。

(証了〕
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(付録2)sとFの論理的能力の一関係

p=3， q=2の場合に対し，パラメータ sとFの

論理的能力の一関係を述べる。

さて， 2変数 (3， 2)論理しきい関数は，図 3

の4つの代表関数，及び，その同族関数のみであ

る4)，5)。

但し，変数の置換のみによる同族関数は，完全性

について同値である，又， positiveな関数のみでは完

(1) 

1 1 2 

1 1 1 

1 1 1 

」 一一L

(3) 

3 2 2 2 

X2 j 2 1 1 2 

1 1 1 

1 2 3 

Xl 

全になり得ないことに注意する。

従って，変数の否定 and/or関数の否定によって

得られる関数 (positiveな関数を除く)24個につい

て， s= 0， 1， 2の各場合に対し s固定， 3-s閉

Fを構成し，定理 1，又は，定理 2の条件(1)，(2)を満

たす Fの個数を各々求めると，表 1のごとくとなる

(図 4参照〉。

この例からも，パラメータ sの値とともに， Fの論

理的能力がかなり変化すると予想される。

(2) 

1 2 2 

1 1 1 

1 1 1 

(4) 

1 2 2 

l l 2 

1 1 I 

図 3 2変数(3， 2)論理しきい関数の代表



(p， q)論理関数の出力 s固定， p-s閉集合のs-(p， q)論理完全性について 195 

表 1 定理 1，又は 2の条件を満たすFの個数

条件(1)， (2)を共に
条件(1)を満たす 条件(2)を満たす聞

満たす

S 

。 24 18 18 

1 13 18 10 

2 4 18 2 

(注) 縮退性はパラメータ Siこ無関係である。

( 1ー 1) C 1 -2 ) (1-3) (2， 3)縮退

「
3 

2 

l 

2 3 

。 。 。 。
S i 1 × × 。

2 × × 。
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S イ 1

2 

S 

(1-4) (1， 2)縮退

o 

s j 1 

2 

。
。
× 

(2-1) (1， 2)縮退

0 

s ~ 1 

2 

。
× 

× 

(2 - 4) 

。 。
。s ~ 1 

2 × 

(3 -1 ) 

。 。
× 

× 

(3 - 4) 

。 。
。

2 × 

羽賀隆洋

(1-5) 

。
× 

× 

(2-2) (2， 3)縮退

。
× 

。
(2-5) (1， 2)縮退

。
。
× 

(3 - 2) 

。
。
× 

(3 -5 ) 

。
。
× 

(1-6 ) 

。
× 

× 

(2 - 3) 

。
。
× 

(2-6) (2， 3)縮退

。
× 

× 

(3 - 3) 

0

0

0

 
(3 - 6) 

。
× 

× 
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(4 -1) 

。 。
s ¥ 1 × 

2 × 

(4-4) 

。 。
。s j 1 

2 × 

(4 -21 

。
〉く

X 

(4 - 5) 

。
。
× 

図 4 表 1の原資料

(4 - 3) 

。。。
(4 - 6) 

0 

0 

× 

(注 1) O. xはF*((予)*)の 2値論理完全性，

不完全性を各々示す。

(注 2) s土 oのとき 11， 1 2， 1 3εFであ

ることに注意する。

(注 3) s = 2のとき 13が使用できるという

前提があることに注意する O

(注 4) (2-5)， (3-2)， (3-4)， 

(3-5)， (4-5)， (4-6)に

おいて s二 1のときNOTが得られる

ことに注意する 3

受 理 平 成 2年 2月20日
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