
中心圧縮柱の非線形座屈に関する研究

その 1 非線形座屈モデ、/レの仮説
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1 はじめに

本研究は幾何学的非線形と材料非線形を考慮、した中心

圧縮柱の座屈現象について考察した理論研究と実験研究

である。

2 座屈荷重の定義

一般的に、柱部材の端部に鉛直軸力と水平せん断力が

反力として作用しているとき、部材は図 A-lに示す変形

をしている。ここでは、材料が線形と非線形を問わず、

微小変形で、も大変形でも成立する条件を求める。部材中

央部からの部材長sを媒介変数として、反力と変形の釣

り合い式を点 Pについて求めると式(Al)を得る。徐々に

鉛直荷重を増大させていくと、部材端部のせん断力が失

われる。このときの軸力を座屈荷重と定義すると、式

(A4)を得る。式(A4)の両辺を微分すると式(A5)を得る。

M(s) = Nox(s) + QoY(s) (Al) 

生=Slnθ (A2) 
ds 

生=cos B (A3) 
ds 

M(s) = Ncrx(s) (A4) 

年 =N口 sinB (日)
αs 

ここで、

s 点Pを示す弧長媒介変数

θ(s) 曲げモーメントによるたわみ角

x(s) 点Pのx座標

y(s) :点 Pのy座標

N(s) 点Pの軸力

Q(s) 点Pのせん断力

M(s) :点 Pの曲げモーメント

Qo :部材端せん断力

No 部材端軸力

Mo 部材端曲げモーメント

δH 荷重が作用した後の水平変位

h 荷重が作用した後の部材高さ

1 :荷重が作用した後の部材長さ(初期長さは10) 
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図A-l 中心圧縮柱の変形と端部反力

一般的に、関数は微分方程式の解として与えられる。

式(A4)からは、変形の関数x(s)が満足する微分方程式

と曲げモーメント M(s)が満足する微分方程式とは、 一

致することが分かる。 この微分方程式が何を意味する

のか解明することが座屈の本質を解明することになる。

微分方程式とは物理現象をモデル化 したもので、常に

ある仮説あるいは仮定の基に導かれるものである。従

って、材料非線形モデル(仮説)を立てれば、そこか

らは非線形微分方程式が得られ、解としての曲げモー

メン卜分布が得られる。式(A4)からは、その曲げモー

メント分布は変形関数と定数倍を除いて等しいことが

分かる。つまり、この微分方程式は固有方程式となる

ことが予想され、非線形の座屈現象にも線形の座屈現

象にも、固有値問題の存在が予想、できるのである。 し

かも、この結論はどのような材料特性に対しても成立

しなければならない。なぜなら式(A4)のみから、得ら

れた結論だからである。

次に、ある材料特性モテ、ルを前提条件として設定す

ると、論理的な考察によって座屈状態の変形関数が具

体的に決定する。材料特性モテ守ル(前提条件)の妥当

性は、理論解析予想、と実験結果の一致によってのみ検

証することができ、本研究の目的は、材料特性モデル

の妥当性を、変形関数の実測によって検討することで

ある。
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3 材料特性モデルの仮説

曲率と 曲げモーメントの比率が曲げ剛性であるが、

曲げモーメン トの増大に従って剛性低下が起きると仮

定し、これを式(A6)で表現する。これは、仮説である。

d ( dx ¥ _ _. (a2 i 
-EI~I ートM(s)+ 1 っ 1Mも) (A6) 

ds ¥ ds } '~ I M L I 

ここで、 α2 材料の非線形を表わす指標で正値

EI :曲げ剛性の初期値

式 (A6)は岡IJ性の低下を表現したモデ、ルで、本論文で

はこれを非線形材料仮説として、座屈状態における中

心圧縮柱の変形を導く 。図 A-2は、式 (A6)を具体的に

表現したもので、岡IJ性の逆関数である柔性を表してい

る。式(A4)から式 (A7)が得られる。式 (A7)を式 (A6)に

代入するとこの材料非線形仮説に対する微分方程式

(A8)を得る。式 (A8)を解くと式 (A9)の楕円関数を得る。

次に、式(A9)を 2階微分して整えると式(AIO)を得る。

式 (AIO)と式 (A8)が恒等的に等しくなる条件から式

(All)と(A12)を得る。

d2M __ d(dx¥ 
一一一 =N ー I..:.::..:. I (A7) 
ds2 -cr ds ¥. ds ) 

d2 M N_..r _ _. (a i2 
_ _， I J 

一一+4|M(s)+|- |M3州 =0
ds2 ' EI I - - '-" ~Mo ) -- nJ - (A8) 

M(s) = -Mo(k)cnlーとー+則的 I (A9) lλ(k) _. ) 

d2M 1 ( 今 ウ(1 __ _ i ) 
一一;;-+ーす11-2k

L
sn

LI -:.-S + K(k) 11M = 0 (AIO) 
dsム λ，L¥ ¥.λ ) ) 

- ~ (告) (1d)ip 
で。
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図 A-2 材料非線形の仮説(式 A6の物理的な意味)

Ncr 

λ2(k) EI(l-2k2) 

2 2k
2 

α =一一一ーで
1-2e 

(All) 

(A12) 

2K(k)A(k) = l(k) = 1。 (A13) 

更に、図 A-lを考慮すると端部曲げモーメン トの境界

条件から式 (A13)を得る。ここで、K(k)は第 l種の完

全楕円積分であり、パラメータ kは楕円関数の母数であ

る。塑性化の進展に伴ってkは増大するがその範囲は、

次式の領域にある。

ー一
d

(A14) 

4 非線形固有値問題と固有値の存在範囲

式 (AIO)は、式 (A15)と式(A16)に分解することが出来

る。式(A15)は時間に依存しないシュレディンガ一方程

式であり、式 (A16)はそのポテンシャル関数V(のであ

る。これは固有値問題そのものである。 このとき、式

(A13)， (A14)を参照して、固有値λ(k)の範囲を求めると

式(A17)を得る。

d
2
M(s) . (1 TT/  ，i 

一ーァー+I -s， -V(s) IM(s) = 0 (A15) 
dsL 

¥ λL • ) 

2k2
ゥ(s __ _ ) 

V(s) =ーァsn2
1一一+K(k) I (A16) 

λL ¥.λ(k) . . ) 
L _ 1 

ー乙 zλ(一戸)豆 λ(k)豆λ(0)=ヱ (A17) 
3.7 相2 π

結局、この問題の固有値は、線形固有値問題のように

一定値ではないが、スベク トルの幅は比較的狭い範囲に

収まっていることが解る。線形問題の延長で非線形座屈

を考えると、座屈荷重が固有値であると考えたくなるの

で、固有値が大きく変動すると思いがちである。 しかし、

固有値は実はそれほど変動してはいない。鋼材の座屈で

は一気に変形が進み柱は崩壊するので座屈現象は非連続

的な現象と見なされてきた。ところが、非線形座屈現象

の固有値問題では固有値は連続的に、しかも少しだけ変

動しているに過ぎない。さらに、曲げモーメント分布は

式(A15)の固有関数である。従って解が存在する限り、

Mo(k)の値は任意の値をとる。ただし、式(A4)を満足

する変形の関数には幾何学的な境界条件があり 、これを

考慮、しなければならない。結果として、変形の関数が満

足すべき幾何学的境界条件を考慮すると、曲げモーメン

トの満足すべき境界条件が求まる。この境界条件からは、

座屈荷重の上下界を推定することができる。
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