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透水性地盤上のダムでは，その透水性基礎による浸透流量が問題である。本報文では浸透水の流入面長と

流出面長とか異なる場合についての浸透流量を砂模型実験および有限要素解により求め，とれらの浸透流量

から従来の理論解を実際問題に適用する方法を検討した.
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浸透問題は準調和方程式を支配方程式とする物理問題 型による実験および有限要素法による解析により検討を

である.しかし，乙の微分方程式が厳密な解答を与え得 加えた.なお解析にあたっては，領域は Darcyの法則を

るのは，解析領域が複雑な形状でない場合であり，かつ 満足する等質等方性地盤であるものとした.

また等質等方の場合である.実際のダム基礎は複雑な形 1. 理論解法

状と境界条件を有し，透水性lと対しても不等質かっ不等 a. 水平および垂直方向に不透水層を有するときの理

方のものがほとんどであるので，多 図ー1 非対称境界条件の解析領域

くの場合数学的厳密解を得るのは困

難である.とのような場合に，従来は ー. 

間差分法による近似解法，すなわち緩

和法によって近似解を得ていたが，

近年は変分原理に基ずく有限要素法

が用いられるようになった.有限要 • 
索法の利点は複雑な形状の境界lと対 1>' 

しても，あるいは不等質または不等

方材料に対しても，等質等方の場合
lu 

と同様に解析が行なわれること，ま
ん

た精度を高めるためには要素を細分

すればよいこと等である.と乙ろで

緩和法も有限要素法も電子計算機の

利用なくしてその威力は発揮され得ない.したがって電
図-2

z -，--pl 

子計算機の利用のできない場合は主として実験的方法や

図式解法に依存しなければならない.というのは理論解

は解析領域がダム軸を中心として対称であり，かつまた z 

透水性が等質等方の場合を対象としているが，実際問題 H D 

ではダム軸を中心として対称として扱かい得る場合は極

めて稀であって，多くの場合透水域はダム軸の上流側と
百

J 
下流側で非対称である.したがって理論解を直接適用で 2 2 
きるという乙とがほとんどないからである.そこで著者

らはこのような非対称の解析領域を有するダム基礎(図 オο IF E 
-1において.enキ.ed)への理論解の応用について，砂模

y 
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論解(楕円関数による解)

対象領域は図 2の Z-pHこ示されている.Schwarz-

Christoffelの定理によって，この流れの系を図 13のC

plの上半面l乙写像することを考える Z-plの点G，H， 

A， B， C， DおよびEが (-plの点-l/k~ ， -1， -1>:2， 

0，十k2，十1および十1/k1(0くl王1<0， 0くk2く1)に

写像されたとすると…cJLl/C)す山川壬十c，凶

(十角十i?ffr) 

この式から直ちにZ~(=Oで C2 =0 なることがわかるか

ら(1)式は

z ( 1; ，! ~C ， I d 1; ~C: I d t 

ド';I;'-j I; '-j/k~' 'jJ 1)-1;' ，j-k~ ド) (2) 

となる.(2)式およびZ-plとと←plの対応関係から

(3) 

十 IZ(1)山h:Juc山 l 凶

したがって(3)式および(4)式えミら

2'!1 K~ ( k~) 
12 KI ( k 1了 (5)

また(2)式および(3)式から

。I d C 
z ( n = r，;; I-';:::=========:=i~一 (6)2KI I 1 

， 1 j (1-t勺(1-k: t 2) 
ー。

すなわち

ノフK可

; =sn (--j/ . Z) (7) 

C点の対応から

kfm合 K1) (8) 

図-3には速度ポテンシヤノレと流れ関数の境界値も記入

しである司次に図-2Iと相当するvV (ニや十~ It') plを

図 4に示す.前と同様に Schwarz-Christoffelの定理

によって W一一plを (-plf乙写像 (下方の( )内の

値)すると

日山一丸
VA 

φ
 

(9) 

となる.ここでCぺ長では φ= φ1， 1Jf~0 であり，これ

は(=十1に相当すlるから

l d 1: 
φ'l=CI I C1 K， ( k，) I 目。

)止1(-1;') (1-k;と，) 
-0 

ζ の系の全ポテンジヤ Jレ損失4φ は2φ1であるから，(9)

式は次のようになる.

E 
I d t 

wニ φ十PfJ'=Cj I 
日目

J(1 -t2)(1-k~ ド)。
ダムの下を通る流速は 1Jf1で与えられる.引を見いだす

ため Dグ点のwの値を考えると
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ところで一九はダムの下を通る単位奥行当りの全流量

Qfと等しく，また 4φ はJ二，下流面の水位差L1hfζ相当す

る全ポテンシヤノレ損失であるから(13)式から

Qニ k. ムhK~
21¥:， (1司

このようにしてb，l，yおよびポテンシヤノレ損天dφニ 2φ1

の値が定まれば(5)式， (8)式， (]1J式によって浸透流量が求

まる.
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表;-1 
(b=6. 0， y=60.0としている)
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i/2 y2y---Kki 了 Kl k: b/P 
b 

k，=制仙争 k: 正否1=震Kτ; 1 K1X豆一 2 

30.0 2.000 1. 5828 0.029 0.1000 0.15828 O. 1576 0.02484 1. 028 

1. 600 1. 6123 37.5 0.100 0.0800 0.12898 0.1287 0.01656 1. 093 

50.0 1. 200 1. 7190 0.309 0.0600 O. 10314 0.1029 0.01059 1.164 

75.0 0.800 2.1213 0.729 0.0400 0.08485 0.0847 0.00717 1. 227 

1∞.0 0.600 乙6738 0.918 0.0300 0.08021 0.0800 O. 00640 1. 245 

112.5 0.533 2.9765 0.957 0.0267 0.07937 0.0792 0.00627 1. 248 

120.0 0.500 3. 1651 0.971 0.0250 0.07913 0.0790 0.00624 1. 250 

但し， Kl ( kl)， K2 ( k2) は各々 k!，k2を母数とした

第 1種の完全楕円積分の値であり， K~( k~) ， K~( k~) 

は各々 k~=江コτk~=!ïコ了を母数とした
第 1種の完全楕円積分の値である.表-1に計算の例を

示す.

b. 透水性領域が半無限であるときの理論解(複素速

度による解〕

図-5
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(15) 

を用いて，図-5の流れ域における速度成分の境界条件

を調べてみると， AHと CD ~C沿って流速の水平成分

が0であり (u=o)，ダム底面AC~ci合って鉛直成分が

ない(v=O). したがってWは-b/2くX くb/2で実値であ

り， !xl>b/2で虚値となる，速度が無限遠で o~c近づく

図-6

w-pl 

φ 

H∞ D申。
と仮定すると次の関数関係が，今まであげた必要条件を

満足する.

w=~~= C1 
=友=た主)'~Z2 (16) 

C!は実定数である.制式を積分すると

2Z w=φ-tL IJ!=C1si丸一了十C2 (17) 

点CとAにおける図-5のZ-plと図-6のW-plの対応関

係から

C点では W=oのとき Z=1-

A点では W=-k. L1hのとき Z=一一?
とれを凹式に代入して次の変換が求められる.

k.ム !!:~~~-I _1，_w=一一一一 cos 一手 (18) 
7[ 0 

b 1TW 
sーと~ (旬、2 ~VV k・ム九
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流線と等ポテンシヤ Jレ線はx=::I::-b/2を焦点とする楕円

と双曲線となる.流入面 (AH)と流出面 (CD)の流速

分布は(16)式から

v=平 ?叫ん
πjx-去 2

位。

基礎地盤が無限深さではなくて，ある一つの流線(例え

ば図-5の民)と一致するような不透水面である場合を

考え，日ま下流面(∞)とx=手で終束していると

すると，任意の二流線開の流れ関数の差が流量である ζ

とと，ダム底面 (ACK沿って lJf=Oである乙とから，単

位奥行当りの流量 Qは

r:l ('壬
I (k.Llh 

Q=IJf，ー 0=I Vdx= 1-τF当FdZ

宮守主 cosh- '千=与主何 ef一千+符戸~j 附

表-2~乙計算の例を示す.

表-2

与=3.00

x=手 E 
b 

30.00 10.00 

37.50 12.50 

50.00 16.67 

75.00 25.00 

100.00 33.33 

112.50 37.50 

120.00 40.00 

Ru 

ωr'f kQ -sh一ーlπ 凶 一 叫-mr-d b 

2.993 

3.217 

3.505 

3.912 

4.199 

4.317 

4.382 

図-?

b 

0.953 

1. 024 

1.116 

1. 245 

1. 337 

1. 374 

1. 395 

3. 有限要素法による解

図-1の浸透領域を通過する水の流れの現象を表わす

基礎方程式は

3δH， ， O /， oH 
一一一(k一一)十一一(k一一1=0oX ¥ftoX' 'oy '''oy 

乙乙lとは透水係数， Hは水頭値の分布である.

Darcyの法即は

(22) 

また

I J -__ ~側じzト r~ ~H;;I I .. -I I oX I 

I r> ， I IθHI 
Vy J L 0 k J l a 1/ J 

乙れを簡単に表わすと

{V} = (K) {gradH} 包母

有限要素法を適用するにあたって解析領域を図ー7に

示すように三角形要素群に分割し，三角形要素内での71<

頭廷の分布が

H=α1十α2X十α3Y 仰

のように五と y~ζ関する一次式で表わされるものと仮

定すると， al， a2， aaは三角形の頂点の水頭日がH.，

Hb， Hcであるという条件から

|ιl llz u 111 
時 [1Xb Yb [ペ側
Hc J 11 Xc Y c 1α3 

{~: 1イif
ζ 乙lζ

Xc 払-'!J， X.

y，-'!J， 

Xa-Zc 
Yiijjim 

A=  (XaYb+XbYc+XcYa) - WaXb十-YbXc+Y cXa) 

で三角形の面積である.間式と白71式を用いる乙とによっ

て，三角形要素内の水頭こう配は次のようになる.

Pd 

H=H2 

g 
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θH ~， aH 
Q=-P k t一一 cos8十一-s向。)ax vVUV 'ay :::c口]E:I=cBJ {m 山寸K2b

乙こに 0は ab断面の法線がz軸方向となす角度である

から

。引4
4
 

白{!式と凶式から

{γ} =(KJ (sJ {H} e 側

変分原理lとよれば凶式の解は次のような汎関数Eの値

を最小にするような Hの分布を求める問題と等価であ

る.
したがって，倒式，伽式および間式から Qは求まる.会

浸透流量は両端が不透水層になっている断面，例えば図

ー7のAB断面を考え， AB:断面の上流側要素を使って求

めた流量と下流側要素を使って求めた流量との平均値を

近似解とすればよい.表←3は，図ー7において， (lu十

ld) =150.0， y=60.0， b=6.0， d=5.0， H1- H2=Llh 

として計算した値である.

E=JJ(+ { k (誇)2十 k伊 2J批dy 。。

Eの最小の条件を求めるために，も各要素で

θEejθHa， a Ee/a 1五，aEe/θHcを求め，全要素IC

ついて，これらの徴係数の値の和が各節点でそれぞれ 0

になる条件を作成する.まず，ある要素における Eeは

側式から

lu : ld 
Q 

k.Llh 

30 : 120 0.998 

3'7.5: 112.5 1.057 

50 :.100 1.123 

75 : 75 1.177 

100 : 50 1.123 

112.5: 37.5 1.057 

120 : 30 

3 表
Ee=す {gTGdH}T〔K〕{gTGdH} ・A

。1)=を({H} eJ T (sJ T (KJ (sJ {H} eA 

したがって Eeの節点における水頭に関する徴係数は

旧日

量五:
aHn 

{詳}=j錯:f= (s] T (K] (s]同 A=(庁間
主五包
aH， 

4. 実験的方法

実験装置概略を図-81ζ示す.透水層l乙は豊浦標準砂

を用いた.表-4は粒径分布である.領域内の透水係数

はk=3.5X10-Sα世/secとした噌

I (y，-YJ (y，-y，) (官「百 ;)(Y.-YJ (約百J(y，-Y.J I 
1++ 十|

I (X，-X_ (X，-X.J (x，-X.J (x，-X;) (x，-x.J (x，-X;; I 

k I (Y，-Y :J( 智 ，~Y;; (割，-Y:J(約百川
[P)'~rrl 十 十 | 側
一(九，Xd(X，-Xd (x，-x:J (x，-X川

I x~称|
I (y，~ω (y ，-y川

+ 
(xi，-叫 (Xb-X川

会領域lζ対する Eを最小にするように各節点における

水頭を求めるための条件式は

乙こl乙

表-4

的
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2次元飽和浸透流

89.8 0.9 

次に相似律について述べてみよう.

の連続式および運動方程式は

0.5 加積通過率(%)(34) ハU
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よ立竺=-'1十~ ~? -+-V I 
n at .， l' d，Y k') 

ただし， u:流速の z方向の成分， v:流速のy方向の

(38) 十

_l_Q_竺__lQE__ιH
n at fax k-

とこに， nは節点数， Nは要素数である，

レたがって解析領域全体に対する各節点の水頭値は，

間式をω式に代入して得られる連立方程式を解けば得ら

れる.その式は行列表示で次のように表わされる.

(P) (H) =0 (3日 (3司

次に浸透流量を求める，図-'7の三角形abcのab=.eな

る断面を通過する単位奥行当りの流量は
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砂模型実験 装 置
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図-8

ぷ

0前面はガラス板とアクリノレ板使用

0背面および両側面は木板使用

o給水lこは水道水使用

αkm  
βkp 

いま模型と実物の間ゲキ率を等しくする (nm/np=l

〕と闘式から

位。
成分， n 閉ゲキ率， p: 71<.の密度. p:間ゲキ水圧， g 

:重力の加速度である.

とこで模型と実物の長さを 1mと1pで表わし，時間に対

しては tmとtpで表わすと縮尺は

a 
一一=1r 

L 
一一乙ニα
hp 

仏力

(48) 

つまり，模型と実物の Froud数を一致させることであ

る.また(46)式から

七=tf=令(=Dα) 

すなわち

引1n U~ / -.-."， v弘 V1
一一一=ーニー (=H)一一=，-"-:---(= H ) 
hn{j hp'f 

. '" hn{j hp'l ' ) 

位。

任1)

となる.したがって模型の浸透流における運動方程式は

1 aUm __1 aP竺ーーヱー何
百二_. a tm - 子守支瓦 k飢凶視

(42) 

β
μ
a
 

1 aVm ~ I l_ aPm _!!_，，_ I 
一一「一一=-'1十一 一-VmI nm • atm --， 1 J' aYm km ' "" J 

長さに対して

時聞に対して

つまり，模型の実物の Darcy数を一致させることであ

る.

以上のことから相似律として模型と実物とで Froud数

と Darcy数とを同時に一致させることが必要である.

しかし，流速は独立変量ではなく，したがって流速と透

水係数や長さとの間で一定関係が保てないので Froud

数と Darcy数とを同時に一致させる乙とはできない.

そこで Froud数と Darcy数とを比較してみると，

Froud数は慣性力と重力との比を意味し， Darcy数は

流動抗力と重力の比を意味している.ところで浸透流に

おいては慣性項が一般に無視できるほど小さいので

Darcy数の方が主要なパラメーターであると考える乙

とができる，さすれば境界条件が幾何学的に相似であれ

性到

すなわち

( (43) 

， 1 刀引， a h p a _ kp Vp I 
←̂ ，二L ・一一~ =~9 +9 ~ '" l' -=;;-. 9ーヱー・ l u・nm n p a t p " a y p βkm  kp) 

a n p 1 a Up " a hp α n kp _ Up 
-一一一一一一 一 、 ' 一 一
βZ冗 m r心 atp 'axp β ， km kp 

1431式が実物の地下水流の運動方程式(3印式に等しいために

は

α n旬 4 αk例

ß2 百二 =1=73 ・k~ (4副

任5)
α nm 

β2 n p 

ゆえに
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ば，系の大きさや透水係数に無関係に Darcy数は一致

し，自動的に相似が成り立つζ とがいえる.仮りに

Froud数の一致 rt-ば月Fをも採用しでも，相似性が増

すことはほとんど期待できない.そのようなわけで本実

験は模型と実物の境界条件の幾可学的相似を満足させて

いるが，Froud数の一致守正月子は採用しないで行なっ

たものである.

表-5!こ実験結果を示す.Qは単位奥行当りの流量で

ある.

表

dη: 2 d 
Q 

k.ムh

30 : 120 0.918 

37.5 : 112.5 1. 010 

50 : 100 1.154 

75 75 1. 274 

100 50 1. 347 

112.5: 37.5 1. 325 

120 30 1. 271 

5. 検討

図-1のような， Darcyの法則を満足する等質等方性

地盤の浸透流量は有限要素法による解法で近似値が求ま

る.さらにダム止水部の根入れ深さ dがわずかで，かつ

また1u=1dの場合には惰円関数による解あるいは複素速

度による解によっても近似値を得ることができょう.

砂模型実験における浸透領域内は等質等方ではなく，

有効応力や浸透圧等の影響に応じた透水係数の分布が考

えられる.流入面側では浸透圧の下向きの成分による砂

の圧縮ということは無視できるが，流出面倒では浸透圧

の上向きの成分による砂のゆるみが無視できず，透水性

が少なからず増大するであろう.図-9によって，砂模

型実験による値を有限要素法による解の値と比較してみ

ると， ;t十戸孟辺1口では澗明ら肋かに崎流出師面側蜘の透跡水性惜増大却lに乙
る浸透流量の増力加日が考えられる.

実際のダム基礎においても以上のような状態になるで

あろうが，ダム基礎のゆるみが考えられる場合には，押

さえ盛土などの処置によって基礎のゆるみをある程度お

さえる.したがって，その浸透流量は砂模型実験による

値よりは小さいが，透水性は一定とした有限要素解より

は大きめの値になることが推察される.

以上のことからl 際のダム基礎の浸透流量はすく

1においては有限要素解あるいは砂模型実験による値の

近傍であり，七と1では有限要素解と砂模型実験との

国一 9

。--0: (50)式による楕円関数による解

.t:.----A : (50)式による複素速度による解

D…一.-0: 有限要素法による解

~._..... : 砂模型実験による解
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閣の値となる ζ とが考えられる.そこで，対称領域につ

いての解法である楕円関数および複素速度によって求め

た浸透流量を次のような形で用いると，上述の実際のダ

ム基礎の浸透流量の算出式としで十分有用であるこ主が

図-9から知れる.

~.亘 1 の場合 Q=Q(れ) 1 
U I 

} 師団
(1/.-1，) I 

二e!.>1の場合 Q=Q (1.) -{Q (1.) -Q (1 ，)}・一一一一一|
(1.+1，) ) 

ただし， Q( e u) ，Q( e d)は図ー2および図ー5における

子としてι，れを用いた時の流量である なお図-

9は剛式によって算出した値を示してある.なお有限要

素法による解の計算は京都大学大型計算機センタ{の F

ACOM230← 60を使用した.
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