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Numerical Integration Based on the Values at車andomPoints and its Best Formula 

1. はじめに
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AbstracL v..弓lenwe deal with the experimental data， it occurs often也atwe must 

calculate the definite integral using the function岨valuesat random finite points 

under the condition that not only the primitive funciion but also the integrand itself 

18 U叫ωown.

The main aim of this study is to obtain the concrete form of numerical 

integration based on the function values昌trandom points on the interval. 

And we shall determine the most accぽ ateintegration formula based on the 

values at no equally spaced two or three abscissas目

物理や工学の実験では、原始関数どころか非積分関数さえも分からない状況で、ランダムデータをよりど

ころに積分値を計算せざるを得ない場合がしばしば生じる。

背から知られている区分求積法，台形公式および Simpsonの公式においては，端点や等分割区分点におけ

る関数値を基に積分の近似計算が行われているつ

筆者等は情報通信工学科・卒業研究において，実験データのような，等間隔ではなくランタeムな分布点に

おいてプロットされた関数値だけを頼りに，形の不明な関数の可能な眠り精度の高い近似積分公式の具体的

な形を決める作業を行なってきた ο

任意の2点および3点における関数値が与えられたとき，データに適当な重みを付加することで，可能な

限り精度の高い近似積分公式を導き出せることが分かった。

更に，得られた近似積分公式に関して，その精度が最も高くなるような2点および3点の具体的な値を決

定することが出来た。

まず，得られた結果の概略を述べる。

↑情報通信工学科 -4年生

I基礎教育センター・自然科学教室
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区間[a，b]上の任意のn個の点XO，X1ラ ラXnーlにおける関数値に基づく Gauss型近似積分公式は次式で定

義される。

え(f)=え(XO，X1ドペXnー1，ω。刈lラ ヲωn-1)(f) = h{ω。f(xo)+ωJ(XJ+...+ωn-J(xn-1) } 

ここで， ω。ラω1， • .・ラωnーl は重みを表す非負の定数である。

まず定理1において，曲線y= f(x)を2点(xoラf(xo))ラ(x1，f(x1))を通る直線で近似した近似積分公式

1 (Xo， x1 )(f)を求めたところ

7(XoJl)(f)=(b- α~{(2Xl -a-b)f(xo)一(2xo-α-b)f(x1)} 
2(x1 -xo) 

と具体的に表せることが分かった。

積分公式 1 (xo， x1 )(f)は，区間[a，b]の幅を h=b-aとしたとき

1(xo，x1)(f) = h{ω。f(xo)+ω1f(x1)} (ω。刈lは定数)

の形をしている。

そこで次に，任意の XO，x1ε仏外に対し，重みωo刈 lを持つ一殻の2点近似積分公式

乙(XO，x1;WO刈 1)(f) = h{，ω。f(xo)+ω1f(x1 )} 

を考えた。

任意の XO，x1ε[a，b]に対しβ 。およびωlが

ωハ 2(x1-a)-h ω噌二-2(xo-a)+h 
u 2(x1 -XO ) ラ ~j 2(x1 -XO) 

を満たすとき， 12 (xoラx1;ω。ラω1)(f)の精度が最も高くなることが定理2で証明できた。 すなわち，この

任意の XO，x1ε[a，b]に対する最良の近似積分公式は定理1で得られたl(xoグ1)(f)と一致する。 また

誤差がO(h')となることも示せた。

更に、 1(xoラX1)(f)の精度を最高にする Xoヲx1の値を求めたところ
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となることが定理3で分かった。 また上の XO，x1 の値に対する最良の近似積分公式の誤差は，同じ 2点

近似公式である古典的台形公式より 2ランク高く ，3点近似積分公式である Simpsonの公式と同じO(h5)と

なることも証明できた。



ランダムデータに基づく数値積分

最後に任意の 3J~XO ， X1 ， X2 ε [a，b]に対し，重み ω。ルl'W2を持つ、ー殻の3点近似積分公式

え(XO，X1，X2;WO'臼lヲω2)(j)= h{woj(xO) +ω1j(X1) +日2j(X2)}

を考えた。

任意の xo，x1， X2ε[a，b]に対しヲ ω。刈lフω2が

ω6(x1 -a)(x2 -a) -3(x1 -a)h -3(x2 -a)h + 2h2 

o - . 6(x2 -Xo )(X1 -xo) 

ω6(x2 -a)(xO一α)-3(x2 -a)h -3(xo -a)h + 2h2 

1-6(x。-Xl)(X2-XI)

ω今二
6(xo-a)(x1 -a) -3(xO -a)h -3(x1 -a)h+2h2 

.. 6(x1 -X2)(XO -X2) 

を満たすとき ，1，(XO'X1，X2;W(pWPω2 )(j) の精度が最も高くなり，その誤差が O(h4) となることが

定理8で証明できた。 また，この3点近似積分公式は， 3点 (xo，j(xo))ラ(xp j(X1))ラ(X2，j(X2)) を

通る 2次曲線で y= j(X)を近似し，[a，b]上で積分して作られる 3点近似積分公式と一致する(定理5)。

更に，

宅n -α-至h. X、=α止h
10 1 2 

宅内 =α十空h
10 

のとき，上の 3点近似積分公式の精度が最も高くなり，誤差が O(h7) となることも，定理7で示せた。

以上をまとめて報告する。

2.ランダムデータに基づく 2点近似積分公式

3 

j(x)を [α，b]土で連続な関数とする。 任意の XO，X1ε[a，b]に対し， 2点(xo，j(xo))、(X1，j(X1))

を通る直線の方程式を yニ p(x) とする。ラグランジュの補間公式によると p(x)は次の形となる。

p(x) = j(XO)三二主l...+j(X1)三二三L
Xo -X1 X1 -XO 

j(x)を p(x)で近似して [a，b]上で積分して出来る近似積分公式をJ(j) = J (xO ， X1 )(j) と書く。

すなわち

7(f)=7(い

おくと，1(j)は次の定理が示すように， XoラX1を用いて具体的に表される。
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定理 1e kf)=7(XolI)(f)= b- ~{(2X1 -a-b)f(xo)一(2xo-a-b)f(x1)} 
2(x1 -xo) 

証明 1(f) = I: P(x) 

~ I: {州吉+六Xlti政

=I:レ(xo)三一パx1日~}此
f(xo) rb / ¥.1.  f(x1) rb 

=一一一一I(x-x1)dx+一一.!.!.__I (x-xo)dx 
Xo -X1“ Xo -X1 .a 

二 b- ~{(2X1 -a-b)f(xo)一(2xo-a-b)f(x1)} . 
2(x1 -XO) 

註意 .1(f)=I(xo，x1)(f)は h=b-aとおくと，定理 1より定数 Q)o，ωl を用いて

1 (f) = 1 (xo， x1 )(f) = h{1ω。f(xo)+ω1f(x1)} 

の形に表すことが出来る。

任意の Xoラx1・[aフb]および任意の非負の定数 ω0'ω1 から作られる一般の 2点

近似積分公式乙(f)=乙(XO，X1;印。刈1)(f)= h{，ω。f(xo)+臼1f(x1)}に関しヲ次の定理が得られる。

定理 2. fE吉の XO，x1・[αラb] に対0，12(xo，x1;ω0' Q)1 )(f) rJJ帯Jflは， ω。とω1 が次D式を滞た

すとき最高となるc

ω 2(x1 -a)-h 
0 - 2(x1-xO) 

ω -2(xo一α)+h

1 - 2(x1 -xo) 

すごr:b'IJ全ての2点近似度分公式 12(f)の中で最良のものは定車lで得られた 1(xo， x1 )(f) と一致'9-60 

また真の積分値附 =I: f(捕と 1(xo，x川 と の 誤 差 は ， 0納となる。



ランダムデータに基づく数値積分

証明 Taylorの定理より

1(f) = h{ω。f(xo)十ωJ(x1)}

f 1" / __'¥. r I / _ _'¥. / __'¥ • f '1 (α) /__ __，2 ， f'"(α) / _ _ __，3 ， 1 
4ω。イf(α)+ 1'(α)(xo -α)+一一一(xo-αr+一 一(xo-α)3 +・ト1 ~ " ~ ， " v 2!' v 3!' v 1 

f .L'i __'¥ ， .rf/ _.'¥/__ ~\. I J"(α) / __ __，2 ， fぺα)f __ _ 'd ， 1 
+hω1 ~ f(α)+ f'(司令1一α)十一一ーか1一αr+一 一 一(x1ー α)3+ ト1 ~ " ~ ， " . 21' . 3!' . 1 

ベ町1(f)か)二 r+h吋hソf(吟

よって誤差は

1 (/) -1(/) 

= [F(X)]:+h 

=F(α+h)-F(α) 

F"(α) 1_2 ， F問(α)1-3

4 切れヲ「h十ゴ「
f'(α) 1_2 ， f"(α)，_3 

=f(α)h+τ「h+ゴ「h+

十仰0+ω1ド仰い-a) + (U1 (x1 - a) -~!} + fll(a){ (Uo 

誤差を少なくするため 2つの定数ω0'ωlを定める。 そのためには，式 (2.1)より

5 

(2.1) 

に1-1二 O
(2，2) 

(xo -a)ω。+(x1-α)ωl一五=0

を満たすようにωゎ ωlを定めればよい。

式 ω より W1 を消去すると (x1 - xo)ω。=担いl十 h}で

-2xハ十σ+b
ω=----

且 2(x1-xo) 

これらの ω0'ω1は定理1で求めた f(xo)，f(x1) の係数と一致する。

従って、第一項と第二項が消去されるので， 式 (2.1)より誤差は

x1-(α十b)
ω。二 i 同様に

2(x1-xO) 

11(f)-叫|いか円ι1与と-::} +..-] ~ hlf"(al(1ω015+|ω115引=O(h3 
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3. 最良の 2点近似積分公式

定理 3. 任意の χ白雪 χ1・1α，b] に対し，定理?で得られた最良の近似麓分公式 1(xoラχ1)(f) (.まXO'X1が

ーやニσ+G引h

円+千h二 a+G引h

のとき，その精度が最も高くなるc すなわちいうα十時上のすべての皇室近似震分公式中で最良のものは
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で，その誤差は互主近似讃分公式である Simpsonの公式と同じ O(h刊 である。

証明. 誤差を計算すると

1 (f) -1(f) 

=[山片町一-1)+ 

十一1-1) + fl(a){ U)o (xo -a) +ω1 (X1 ぺ!ー出。ヰLωl与と~~;H

この式で，第一項、第二項を 0にする ωゎ ωIは，定理 1ですでに定めてある。

さらに第三項と第四項を消去するため連立方程式をたてると

f"(α){ω。円丘+ωl円丘~~;}ニ O

f べα+"円丘叫ヰL~}~ 。

、
.
『
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ランダムデータに基づく数値積分

(3.1 )の両辺に 3!をヲ (3.2)の両辺に4!をそれぞれ掛けると

{!ωo (xo一日付]_a)2ーが =0

4ω。(xo-a)3+4ωJx]_a)3 _h3 = 0 

(3.3)x 4(x] -a)-(3.4)x3より

12ω。(xo-a)2 {(x] -a)一(xo一α)}-h2 {4(x] -a) -3h}= 0 

ここで(
xo-a=Xoh (0豆X。壬 1)

x] -a=X]h (0壬X]豆1) (X。孟 X])
とおくと

12ω。Xo2h2(X]h-Xoh)ーが(4X]h-3h)ニ O

両辺をがで割ると

12ω()X(12(XI-X。)-4X1+3ニ O

(3.3)x 4(xo-α)-(3.4)X3より

12ω] (x] -a)2 {(xo -a)一(x]一α)}-h2{4(xo-a)-3h}= 0 

すなわち 12ω]X]2 h2(Xoh -X]h)ーが(4Xoh-3h)= 0 

両辺をがで割ると

12ωlX12(X。-XI)-4X。+3=0

定理2より ω。は次の式で与えられる。

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

ωハ工 2x] 一 (α +bl=~x] -2α-h= 2Xlh-h = 2X]-l 

v 2(x]-xo) 2(x]-xo) 2(X]-Xo)h 2(X]-Xo) 

同様な計算で

-2Xハ +1
M人二 v 

2(X] -Xo) 

(3.5)に ω。を代入すると

12XJxl-6XJ-4Xl+3=O 

(3.6)に {U] を代入すると

12XoX]2 +6X]2 -4Xo +3 = 0 

(3.7) 

(3.8) 

7 
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ここで Xo<X1 に注意して連立方程式 (3.7)， (3.8) を解くと

ぶーと五五 3+J3一、-
v 6'  6 

従って，
1一、 3_ 3一、 3曹

XA -aニ XAh二一一二二-h.'固ハ =α+一一~h
υυ6  v 6 

3+、3_ 3 +、 3
弘一αニ X，h=一一二二--h:.x，二α+一一二二-h

6 6 

定理4.最良の2点近似積分公式 12(f)の具体的な形は次のようになるc
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証明 乙(f)二 h{1ω。f(xo)+ω1f(x1)}に定理2、定理3で定めた

ω2(X1 -a)-h 

o 2(X1 -Xo) 

町二 α+(~引hい+(~引h
を代入して計算すると

十和子〉十h 十[~-~}-a}+h 
Xげイ十十fイ十←(卜トα叶+(白jナバ州一子羽子引)川h)十)ト+ 「 Xげべ十十/イ十←(トトα肘+イや(

2十(トσ+[片}一α+[~τ})

I (1+引-h 「(-1+~}+h 
十(idh)+2a ×f(α+(バ
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となり，定理が証明された。
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4圃ランダムデータに基づく 3点近住{積分公式

定理5. XO'X1ス2 を [a，b]上の異なる 3点とする。 曲組 y= j(x)上の 3点

(xoヲj(xo))ヲ(x1，j(x1))， (x2， j(x2)) 

を通る 2次曲線で j(x) を近似し，[a，b]上で積分して作られる近似積分公式 l(xo，x1ス2)(j)は次の

形に表される。 ただし， h=b-aである。

1 (xn，x， ヲX1)(/)=h
U / ム 6(xo-x1 )(x1 - x2 )(x2 -xo) 

X [(x2 -x1)も(x1-α)(x2 α)-3(x1-a)h 抑 2一α)h+ 2h2 }j(xo) 

十(xo-りもい2 めい。 -α)-3(x2一α)h-抑。 α)h+2h2 }r(x1) 

+ (x1 -Xo )~(xo -吋(x1-α)-3(xo -ゆ -3(x1ーゆ+2ゆ (xJ 一一一 (4.1) 

証明. 3点 (xo，j(xo))ヲ(X1，j(X1))ョ(X2，j(X2))を通る 2次曲線は 2次のラグランジュの補間公式より

(X-X1)(X-X2) .L'f_. ¥， (x-XO)(x-x2) ff.. ¥， (x-XO)(x-x1) 
y=Fi(x)=f(x。)+f(XI)+f(X2)

ム (xo-X1)(XO -XJ" 'U/  (X1 -XO)(X1 -X2)" '" (X2 -XO)(X2 -X1)" ， ~ 

ゆえに I(九ヲ日)(j)= I:九(榊を計算すると定理の具体的な形川式が導かれる。

計算には次の式

jb (b-αL{~(XO めい1一α) 3(xO叫 3(x1 αL+2} 
(x -Xo )( X -X1 )dx二一一寸 一一一一一一一一一ー ト

1 h2 h h-I  

ニザ(い)(x1一的-3(い川X1一仙2什

を3回使えばよい。

定理5で得られた 1(xoヲx1ヲx2)(j)は，

1 (xo ， x1 ， x2 )(f)二 h{1ω。j(Xo)+ωJ(x1)十 ω2j(X2)} (ω0'ωl'叫は非負の定数)

の形をしている。
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そこで， a::;; Xo < x] < X2手b を満たす任意の xo，x]ヲx2に対し、重み ω0'ωlヲω2 を持つラ一般の 3点

近似積分公式を

1 (xo， x]， x2;ω。刈lヲω2)(f)二 h{1ωof(xo)+ω]f(x]) +ω2f(x2)} 

とすると、次の定理が得られる。

定理6. 任意の相異なる 3点 xo，X]'X2ε[a， b] (ご対しpω0，11)] および叫が

ω6(x]一α)(x2-a) -3(x] α)h -3(x2一α)h+ 2h2 

o 6(X2 -xo)(x] -xo) 

6(X2 -α)(xo -a) -3(x2一α)h-3(x。一α)h+ 2h2 
(4.2) 

6(xo -x] )(X2 -x]) 

ω内 6(xo-α)(x] -a) -3(xo -a)h -3(x] -α)h + 2h2 

~ 6(x] -x2)(XO - x2) 

を滞たすとき， 1 (xo ， X] ， x2 ;ω0'ω]，ω2)(f) の婿は最も高ぐなる。

さらに ωゎ ωぃωzが (4.2) を満たすとき， 1 (xoヲχいχ2;11)0ヲωぃω2)(f) は定理5で得られた

1(:χロスぃχ2)(f) と一致する。 また誤差は O(h4)になる。

証明. Taylorの定理より

1 (xO ， x] ， X2 ;ω。フω1ヲω2)(f)= h{，ω。f(xo)+ω]f(x]) +ω2f(x2) } 

=hベ十hイ十[トω叫イ仲引0イ伊(レいf六(伊糾仲川α吋ψ)炉川+リ/い納'(a)(x防(い川x

叶f(川(伊ω州附α吋州仰州)(防財(い伺x町1一什rパ仰州川(伊糾附αめ州)(x]作帆川x叫「…刊]-川川一寸叫α吋)2中ぺW川α吋州仰帆)(防)(x]令帆x引1十 ) 

ベ六州州α吟山)

1(f)二 f:f(X)ゐ

二川十'(α)h2十n附十m(a)h4十

と比較し，誤差1(xO' X]' x2;ωOフωpω2)(f)-1(f)を最小にするため 3つの定数ω0'ω]，ω2を定める。



そのためには、

ランダムデータに基づく数値積分

ω。+ω1+ω2= 1 (4.3) 

h 
(Xo -a)ω。+(X1 - a)臼l十 (X2一α)ω2二一 (4.4) 

2! 

j(ぃ。一向 +(X1一山1+(Xz一山z}=互 -
3! 

を満たすように ω0'叫ラω2を定めればよい。 これらを連立させて解くと

ω 二 6(X1- a)(xz -a) -3(x， -a)h -3(X2一α)h+ 2h2 

o 6(x2 - Xo )(X1 - Xo) 

ω6(X2一α)(Xo-a)-3(x2 -a)h-3(Xo -α)h + 2h2 

l-6(xo-XI  )(X2-XI) 

__ 6(χ口一α!)(X1一 α)-3(χ。-α)h-3(χ1-α)h+ 2h2 

L 6(x， -x2 )(Xo -X2) 

5.最良の3点近似積分公式

最後に，定理5，定理6で得られた 1(xoヲX1ラX2)(f)の精度を最高にする XoラX1ラX2 の値を決める。

11 

定理マ. 任意の χJぃX2・1αぅb] に対し定理5，6で得られた最良の近似積分公式I(xoスぃχ2)(f)は

X". X， .X， lJミ
()ラ lラ 2 .. 

川)=α+(i-4)h

列=叶+主}
のとき，その精度が最も高くなる 3

証明。 定理3 の証明と同じ方法で Taylorのを使い新の積分の展開係数と比較することで示される。
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