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シンプソン公式と同等の精度を持つ

新台形公式について

On the new trapezoid rule 

with the same precision as that of the Simpson's rule 

樋口功
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Abstract 

In this study， we五rsttry to establish the generalized trapezoid rule in the theory 
of numerical integrals by七heinverse calculation金om出eorder of error estimations. 

Next， we shall prove that七hereexists one and only one trapezoid ruleもhath邸

吐lesame precision as也前 of也eSimpson's rule. 

Finally， we shall give the concrete form of the above new trapezoid rule. 

1.序
原始関数が必ずしも求まらない関数の，近似積分公式の代表的なものとして，台形則

および Simpson則が昔から知られている。

台形則は被積分関数 f(x)を一次式で近似し積分して導かれる 2点近似式であり，

Simpaon則は f(x)を二次式で近似し積分して得られる 3点近似式である。一次と二次

の，あるいは2点と 3点の違いにより，両者の精度に差が生じる。 実際，積分区間 [α，b] 
の巾を h=b-α と置くと，台形則の誤差は O(h3) で， Simpson則の誤差は2ランク

上の O(が)である。
Simpson公式は3 精度は高いが，複雑な 3点近似式である。 より単純な 2点近似式

で， Simpson則と同等の精度を持つような積分公式を作り出せないだろうか?

本研究ではうこれまでのように，f(x)の近似関数を初めに考える方法を止め，誤差の

評価の次数から出発して，逆算するかたちで， Gauss型積分公式を導くことを試みた。

以下の結果が得られたので報告する。
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l 誤差が O(日)となる 2点近似積分公式は無数に存在し，その一般形が次のように

表される。 関数 fE C2 に対し，

ん(1)=ーと一{(2t-l)f(α+ sh)十(1-2s)f(α十th)r，υε[0，1]， s引2(t _ s) l ¥_V -JJ ¥- ， ~'VJ '¥- -~JJ ¥- ， V'V/ J 

2 誤差が O(が)となる 2点近似積分公式は無数に存在し，その一般形が次のように

表される。 関数 fE C3 に対し，

( _ ，_ ，n _ / 3t -2 _ ¥ ， i 1 
Tt(1) = 一円:;:-~1d 3(2t -1r' f (α+ 一一~h)+ f(α+th)トtE [0， 1]， tチニ

t 可)l ~\_V -/ J ¥ - ， 3(2t _ 1)") ， J ¥- ， ""jJ 

3 誤差が O(日)となる 2点近似積分公式は一つ，唯一つ存在しその形は次のよう

に定まる。 関数 fE C4 に対し，

Tげ)=~{j(α十千h) 吋(α+γの)

2誤差が O(h3) となる一般台形公式

任意の実数 p，qおよび [0，1]内の任意の実数民 tに関する 2点近似積分公式を 7

1(1)，その誤差を Ej(1)と置く p すなわち

1(1)=刷(α十sh)+山川)}， 

Ej(j) = 1(1) -1(1) = 1(1) -!aa+hj(X)dX 

とする。

先ず)Ej(1) = O(日)が成り立つような p，q， s， tの関係を調べる。

定理l 任意の関数 fε C2 および任意の区間 [α，b]に対し，Ej(1) = O(h3)が成り

立っとき，sぅ tε [0，1]， sヂt で，かっ

2t -1 1 -2s 
p=一一一一 一2(t-s)' '1 2(t-s) 

が成り立つ。すなわち，Ej(1) = O(日)となる 2点近似積分公式の一般形は次のように

表される。 s，t E [0，1]， sチt で，関数 jE C2 に対しp

1(1) = Is，t(1) =ーと-::d(2t -1) j (α+ぬ)+(1-2s)j(α+th) ~ 2(t _ s) l ¥-' -/J ¥" ， ~'VJ '¥- -~JJ ¥- ， V'"J J 
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証明 f E C2 だから，Taylorの定理により，次式を満たす c，d， e E (α， b)が存在

する。

1(1) = J: f(x)dx = J:+h {!(α)げ(仰

= f(α)h+~f'(α)h2 + O(h3) 
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このとき

明)= 1(1)一1(1)= (川-l)f(α)h十(川t-j)f(α)山 (h3)

だから，すべての区間 [a，b]， 従って任意の hおよび任意の fE C2 に対し

Ej(1) = O(日)

が成り立つなら

p+q=l 

l 
ps + qt ="2 

これを解いてう p，qを s，tで表すと，
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p=一一一一一
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お一
j

二
十

噌
・
ム
一
/
I
t

、

-
n
J
h
H
 

一一
円

w-
s手t

となる。このとき

I(1) = Is，t(1) =ーと-::d(2t -l)f(α+ sh) + (1-2s)f(α+th)ト sチt(t -s) l ，-- -/J ，-， _../ ，，- --jJ ，-， -'-/ J 

で，定理が成り立つ。
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例 s， tの値に対応し，下のように 1(1)の具体的な形が決まる。

(1) s=iまたは t=iと置くと，中点則 M(1)が得られる。

M(1) =ら(f)=L，t=h(f(α+~h)} 

(2). (s，t) = (0，1)と置くと，古典的な台形則 T(1)が得られる。

T(1) =ん(1)=Hf(α)+ f(α十九)}

(3) 上の (1)，(2)以外の (s，t)の値の組に対し，たとえば，(s，t)=(ト1)と置く

と，誤差が O(日)である次のような2点近似積分公式が得られる。

ih1 (1) = H 2f(α十ih)+ f(α+ h)} 

次の定理2は定理lを幾何学的に意味付けしたものである。これにより，以後，積分公

式 1(1)を一般台形公式と呼ぶことにする。

定理 2. 定理1で得られた一般2点近似積分公式

i(1) = is，t(1) =一土-::¥H2t-l)f(α+ sh) + (1 -2s)f(α+ th)} 2(t _ s) l ，_V  -，J ，-， ~.V， '，- -~'J ，-， v'v， J 

は， 曲線 Y= f(x)を， 2点 (α+sh， f(α+ sh))， (α+ th， f(α+th))を通る直線で

近似して，区間 [a，b]上で積分したものと一致する。

直線と x= a， x =α+hとの交点の u座標。0，Y3は次のようになる。

1)0 = Yl +一一-L(-sh)ご Ul-i-(U2-Ul)
川町

(t-s)h' _."' ;H t-s 

山川 L-
U3=UI+--i(l-s)h=Ul十二一二(Y2-Yl) (t-s)h'- ~，." o:Jl't_s 

台形の面積=(上底+下底)x (高さ)/2より
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f(f)=;伽。3}= ~{2Y1 +当日1)}=ポボ(2t-加 (1-2S)Y2} 

=ーと::¥{(2t-1)f(α+sh) + (1-2s)f(α+ th)} 2(t _ s) l ，_V -/J ，-， -'"/ ，，- --/J ，-， V'V/ J 

で， 1(1)台形の面積と一致し，定理2が証明された。

注意 定理1， 2により，誤差が O(日)となる 2点近似公式は，古典的台形則の他に

も無数に存在することが分かった。 またそれらは，被積分関数を一次式で近似し，積分

して得られる一種の台形公式であることも示された。

3誤差が O(が)となる一般台形公式

定理1で導かれた一般台形公式

I(1)=ん(1)=ーと-::¥{(2t -l)f(α+ sh) + (1-2s)f(α+ th)} 2(t -s) l ，-" -/J ，-， -'"/ '，- --/J ，-， V'"/ J 

の誤差は3任意の s，t E [0，1]， sヂt に対し O(日)で、あった。

更に1ランク改良されて，誤差が O(が)となるための s，tの条件を考察する。

定理 3，任意の関数 fE C3 および任意の区聞い刈に対し，Ejs，t (1) = O(が)が

成り立っための必要十分条件はう tチiかっ

3t -2 
s=布亡可

が成り立つことである。 すなわち?誤差が O(が)となる一般台形公式は

的)=d/uqi411(3M2f(α+まもの+川)}， t手j

の形のものに限られる。
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証明 fεc3 だから，Taylorの定理により 3 次式を満たす(，り， .;-， ε(α，b)が存在

する。

1(1) = h{州+品)+山+的)}

=ヤ{f(α)+ 1'(α)sh +訂'(α)(Sh)2+ ~1"'(()(Sh)3} 

村{f( 的+f川 h+ 古訂訂訓川川1"門仰川ff刊叩，(ゆ判(作例α的州)(川M例(t帥州t抗刈仙h的)

1(1刀)二 J:+刊h {レいf六仰刷(伊ωα司)+ f'(ゆ判川(伊ω州α吋州)(付トZト一→α司)斗汁占l'川ぺ叩l刊ゆ(伊α仰 一 α司)2十占訂訂1'"門H川ぺ旬叩f川ぺ勺f刊1叩川(はω附.;-)引)(付トZト一 司d川3つ}dx

二 f(α)h 十 ~f'(α)日+十自1" (α)h3 十 O(が)

このとき

Ej(J) = 1(1) -1(1) 

ニ (p十q-l)f(α)h + (ps + qt -~)f'(α)h2 

+{ ~(pS2 十ザ)-告}1"(α)h3十O(h4)

従って，すべての区間 [α，b]， 従って任意の hおよび任意の fE C3 に対し

Ej(f) = O(が)

が成り立つための必要十分条件は次の 3式が成り立つことである。

p+q=l 

ps + qtニ 5

j仲 qt2)二 i
定理1の証明と同様に，上の第一，二式を満たす p，qを s，tで表すと，
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で、あった。 これらを第三の式に代入すると，
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2t -1 n _ 1 -28 n 

3一一一-，8"+3一一一----:-t"= 1 
2(t-8r '~2(t-8) 

ゆえに，

382 -6出 +6st2 -3t2 = 2(8 -t) 

3(8 -t)(8 + t) -68t(8 -t) = 2(8 -t) 

ここで s手tだったから， 8 -tで割ると

38(1 -2t) = 2 -3t 

t手iは明らかだから， 1-2tで割ると

3t -2 . 1 
8=一一一一一一一 '宇一

3(2t -1) ， "1 2 

従って，

P 3(2t -1)2 1 
= ../n，'l nl ， -c¥' q=一一一一一4(3t2-3t+1)' '1 4(3t2-3t+1) 

で，定理が成り立つo

例 下の例は，いずれも誤差が O(が)となる新台形公式である(文献[3]を参照)。

ω tdm;と置くと，

的)=qu)=;(f山 1(α+ト)}

(2). t = ~ i td'i 1と置くと，

前)=色ω=;(3f叶)+1川)

(3) t=;と置くと，
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4誤差が O(が)となる最良の 2点近似積分公式

最後に， 2点近似公式であって 3点近似公式の Simpson則と同等の精度を持つもの

が唯一つ存在することを示し?かっその具体的な形を与える。

定理4. 2点近似積分公式

1(1) = h{pf(α十sh)+山+的)}

の中で，任意の関数 fE C4 および任意の区間 [α，b]， 従って任意の九に対し?

Ej(f) = O(日)となるものが一つ，唯一つ存在する。この最良の 2点近似公式 t(f)に

対しては，

l 
p = q = 2' 

3-v3 
6 ' 

日
7

が成り立ち 3 具体的な形は次のように定まる。

T げ)=~{f(α+ 2千ミ子乎告V3h)サ)+吋叶叩fベ(

証明 fεc4 だから，Taylorの定理より下の式を満たす α叱，s，γE  (何α，bめ)が存在

するムO 

1(1)二市f(α十sh)+山村h)}

二 h[p{!(α) + 1'(α)sh +会1"(α)(Sh)2+自1'''(α)(Sh)3十げ)(α)(Sh)4} 

十q{!(α)+川 h+ t1"(α)(th)2 + 訂 J"(α) (th) 3 十占訂げ川戸戸門門(μ刊4的引)刊(的川仰川(収帥州t抗刈h川)戸4

I尺町川(げωf刀)= J:+h刊h{!六仰刷(伊例α司)+t刊ヤ判川(伊例州α的州)(伊Z一伽 古訂訂rffffHぺ叩叩f刊ヤ判(伊糾α叫仰)

= f(いωα吋)h 十 ~f'刊い判(伊ωα吋)h2 + +主f巾)h3+ドペα)九4十O(が)

このとき

Ej(1) = 1(1) -1(1) 

= (p 十q -l)f(α) h + (pS + qt -~) t (α)h2 + H(pS2 + qt2) 一占討)レ}1"川叩切f刊ゆ判(伊例α司)

+{付占(ωpS3十qt3)ーが}t"(附 +O(が)
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よって，すべての区間 [α，b]， 従って任意の hおよび任意の fE C3 に対し

Ej(f) = O(日)

が成り立つための必要十分条件は次の4式が成り立つことである。

1 L ~η1 1， 0 o. 1 
p + q = 1， ps + qt = ~， ~(戸 +qt") =百?五(戸+qt3) =才

定理3の証明において，上のはじめの 3式を満たす s，p， qを tで表すと，

3t -2 

s=砲に苛

p - 3(2tー 1)2
-
4(3t2 -3y + 1) 

q = 4(3t2ー 3t+ 1) 

で，さらに， tイであった。これらを上の第肱代入すると

3J2t -1)2 ×(3t -2)3+t3=1 
3t2 -3t + 1 .. 33(2t -1)3 ' 3t2 -3t + 1 ~ 

tイに注意にれを整理すると，

18t4 -36t3十27t2-9 + 1 = 0 

(3t2 -3t + 1) (6t2 -6t + 1) = 0 

よって，

3士、 3 1 
t=一万一? p=q=2 

従って，

1'(刀=~{f(α+ヂh) り(α+平h)} 

となり，定理が証明された。
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