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Abstract 

By the wide use of personal computers ，もhepractical value of numerIcal inte-

gration methods乱rerecognized乱gain.1n吐lIsp札per，we consider the classical and 
famous integration formulas組 dshall give the error estimations correspollding to the 

smoothness of integrands. 

1.序
原始関数が容易には求められない関数の近似積分公式として 7 区分求積法1 中点法3台形

法 7 シンプソン法が古くから知られている。 昨今のパソコンの普及により?とれらの有効

性と実用性が見直されている。

一般に数値解析の書物に記載されている近似積分公式の誤差は?分割数を η とすると?区

分求積法で O(土)，中点法および台形法で O(告)であり，分割数を 2nとすると，シンプソ

ン法で O(去)となっている。

被積分関数が十分滑らかである場合?被積分関数は必要な次数までテーラー展開出来るこ

とからそれらの評価式が導かれるがヲ滑らかさが少ない場合は?低次のテーラー展開しか出

来ぬため，その滑らかさに応じて誤差に変化が生じることが分かったので?以下に報告する。
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2.底分求積法の誤差

関数 f(x)は区間 [a，b]で連続であるとする。 [α，b]を η 等分して，その分点を順に

Xo =α< Xl < ..・ <Xi-l < 引く・・ < Xn = b 

とし，区間の幅を

んーと2-
n 

とする。

Ln = f(叫ん +f(Xl)h+"'+f(九一l)h= 'L，f(Xi-l)ん

と置くとヲ f(x)の一様連続性から 7

J込Ln= tf(x)dx 
が成り立つロ

このように?長方形の面積の和 Lnの極限として定積分 J:f(x)dx を求める方法が

区分求積法(皿easurationby parts)である。

連続関数 f(x)に関する分割数 η のときの区分求積法の誤差を Enとする。 すなはち

En = En(f) = lb f(x)dx -Ln 

と置く。

次の定理が示す通り?区分求積法の誤差は?関数の滑らかさに依存しないロ

定理 l任意の kとlに対しう

f(x) E Ck[a， b] 

であればいつでも

、、I
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一no
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E
 

が成り立つ。

証明は，f(x)に平均値の定理を使って簡単に得られる。

注意1. f(x)が [α刈上でリプシツヅ連続であれば}やはり ι(f)= O(と)が成り立

つ。 f(x)が単に連続である場合の誤差の評価式を筆者等は知らない。



被積分関数の滑らかさによる数値積分公式の誤差の評価について 9 

3.中点法の誤差

区間 [α，b]を n等分して，分点を Xi= α+ i(b -α)/n (i = 0γ ・" n) 分割幅を

h = (bー α)/nとする。

Mn = Mn(f) = f(Xo: X1)九十 f(止主)h+. . . + f(と己主)h=εf(与とi)h2 /"-. J ¥ 2'  . J ¥ 2 / ~ 

と置き Mn を積分 f: f(x)dx の近似値とする方法を中点法 (midpoitrule)と

育つ。

中点法に関しでも 3 任意の連続関数 f(x)に対し，次の等式が成り立つ。

J込比=lb 
f(x)dx 

連続関数 f(x)に関する?分割数が η のときの中点法の誤差を EM，n とする。すなはち

EM，n = EM，n(f) = lb f(x)dx -M 

と置く。

次の定理が示す適り 3 中点法による誤差の評価は，f(x)が C1級である場合と C2級以上

である場合とで，差が生じる。

定理 2. f(x)εCk[α刈とする。

(1) k = 1ならば EM，n = EM，n(f) = O(~) ， 

(2) kと2ならば EM，n = EM，n(f) = O(会)

である。

証明. 第 i番目の区間 [Xi-1'x;]における誤差を EM，n と書き，F(x) = f f(x)dxと

置く。

(1) k = 1のとき。 平均値の定理より?次式を満たす Ci，diε(X'-l， Xi)が存在する。

(3.1) E1r，n =ぷ;-1f(x)dx -f($;-~+x;)h 

= F(x，) -F(Xi-1) -f(年字引h

= f(Xi-1)h +会r(c川2一{f(九1)+ f'(di)~}h 

z 与{f'(Ci)-f'(di)} 
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関数 f'(x)は連続だから，If'(x)1の最大値を C と置くと，

EM，n = I.:i=1 E'M川

よって (3.1)より

IEM，nl ~与 I.:i=1Ifヤi) -f'(di)1 

三号I.:i=1( C + C) 

< Ch2n 

く〔主=必とc
- n 

従って f(x)εC1[α，b]ならば， EM，n = O(士)が成り立つ。

(2) k三2のとき a 平均値の定理および (3.1)より，次式を満たす引が (Ci，di)または

(di， Ci)内に容在する。

EL，n=号{f勺i)-f'(di)} 

=与1"(ei)( Ci一位)

従って

IEM，nl=与εi=1Ii"( ei)( C包 -di)1 

三号工:i=1Dh 

三与nD=知tD

ζ こで，D=m砿 1i"(x)1であるロ

従って f(x)εCk[a，b] (kと2)であれば EM，n= O(おとなるととが示された。



被積分関数の滑らかさによる数値積分公式の誤差の評価について 11 

4.台形法の誤差

区間 [α，b]を η 等分して?分点を Xi = a十 i(bーα)/n(i = 0，1，・." n) ，分割帽を

ん=(b-α)/η とする。

Tn =九(f)=;Mo)+仇)}十川1)+パzか + {f(Xn-l) +仇)}

= ~ ~i=l {f(Xn-1) + f(xn)} 

と置き，T，π を積分 J:f(x)dx の近似値とする方法を台形法 (trapezoidl'ule)と言う。

台形法に関しても 1任意の連続関数 f(x)に対し 7次の等式が成り立つ。

l込九(1)= lb f(x)dx 

連続関数 f(x)に関する 1 分割数が η のときの台形法の誤差を ET，n とする。すなはち

九=九(1)= lb削 dx一九

と置く。

台形法による誤差の評価は1 中点法と同様で， f(x)が C1級である場合と C2級以上であ

る場合とで 7 差が生じる。 すなはち次の定理が得られる。

定理 3.f(x)εCk[α， b] とする。このとき

であるロ

(1) k = 1 ならば ET，n= ET，n(1) = o(士)， 

(2) kと2 ならば ET，n= ET，n(1) = o(告)

証明. 第 z番目の区間における誤差を Eんと書く。 また f(x)の原始関数を F(x)
とする。

(1) k = 1 のとき。 f(x)εC1 ，F(x)εc2 だから 1平均値の定理およびテイラーの

定理より 3 次式を満たす Ci， diε(Xi-l' x;) が存在する。

(4.1) E'y，n= ぷ~1 f(x)dx -Hf(Xi-l) + f(x;)} 

= F(Xi) -F(Xi-1) -~{f(Xi-1) + f(x;)} 
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= F'(Xx-l)(Xi -Xi-l) +会F叩i)(Xi-Xi_1)2 

-j{仇 -1)+ f(Xi-d + f'(d;)仏一山)}

= f(Xi-1)九十与f'(Ci)-H2f(Xi-l) + 1'(ム)h}

=与{f'(Ci)-f'(d;)} 

関数 f'(x)は連続だから，M = maxlf'(x)1 とおくと， (4.1)より

IET，nl = I Li=l Ey，nl 

三号Li=lIf'(c;) -f'(di)1 

三号2:i=l(M+ M) 

三Mh2n= M(b- α)2~ 

従って !(X)εC1[α，b] ならば，ET，n = O(~) が成り立つロ

(2) kと2 のとき。 F(x)に関する 3次のテーラー展開からう 次式を満たす Ciε

(Xi-l， Xi) が存在する。

F(Xi) -F(Xi-l) = F'(Xi-l)(X; -xi-1)十会F吋Xi-l)(Xi-X←1)2十会F川 (Ci)(Xi-Xi_l)3 

= f(Xi-1)九十 !f'(Xi_l)h2+会f勺τ)h3

f(x) に関する 2次のテーラー展開から? 次式を満たす diE (Xi， Xi-l) が存在する。

!(Xi) = !(Xi-l) + !'(Xi-l)(Xi -Xi-l) +会f"di)(Xi-Xi_l)2 

= !(Xi-l) + !'(Xi-l)ん+会f吋di)h2
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ゆえに

Eb= ぷ~1 f(x)dx -~{f(Xí-1) + f(x，)} 

= F(町)-F(X'_l) -~{f(X ，) + f(Xi-l)} 

= f(Xi) + ~f'(Xí_1)h2 +会f的i)h2

-5{f(224十 f(町一1)+ f'(九 l)h+号f引i)}

= *f的i)ん3_U吋di)九3

関数 f吋x)は連続だから，K = maxlf吋x)1 と置くと 1 全体の誤差は

IET，nl = 12:;=1 Ey，nl 

=ん312:;=lUf的i)-t 1" (di)}1 

三九312:;=1(F< + V<)I 

=会Kh3x n 

=会K(bー α)3会

と評価され) f(x)εck (k三2) ならば，ET，π=  O(去)であるととが示されたロ
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5.シンプソン法の誤差

区聞いう b]を 2η 等分して?分点を Xi= α+ i(b-α)/(2η) (i = 0，'・ .， 2n)，分割幅を

h = (bー α)/(2n) とするロ

S2n = S2n (1) =引{f(xo)+ 4f(xl) + f(X2)} + {f(X2) + 4f(X3) + f(X4)} 

十十{f(XZn-2)+ 4f(X2n-l) + f(X2n}] 

= ~ I::i=1{f(X2i-2) + 4f(X2日)+ f(X2包)}

と置く。 SZn を積分 J:f( x) の近似値とする方法を シンプソン法 (SympsOl内 rule)

と言う。

シンプソン法に関しでも 7 任意の連続関数 f(x) に対し? 次の式が成り立つ D

比九(f)=lbf(X)dX 

連続関数 f(x) に関する 3 分割数が 2nのときのシンプソン法の誤差を ES，2n で表す。

すなはち

E仙 =Eω (1)= lb削 dxー ら(f)

と置く。

シンプソン法による誤差の評価は? 中点法や台形法のそれとは異なり ，f(x) が c1 級

である場合，C2 級である場合，C3 級である場合? および c4 級以上である場合では?

差が生じるととが分かった。 すなはち次の定理が得られる。

定理 4.f(x)εCk[い]とする白 之のとき

(1) k = 1ならば ES，2n= ES，2n(f) = O(~) ， 

(2) k = 2 ならば ES，2n= ES，2n(f) = O(会)， 

(3) k = 3 ならば ES，2n= Es，zn(f) = O(会)， 

(4) k三4 ならば ES，2η =ES，2n(f) = O(会)

である。
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証明. 区間 [X2i-2'X2;] に於けるシンプソン法による誤差を E's，2n と書く。 また

f(x) の原始関数を F(x) とする。

(1) k = 1 のとき。 F(x)E C2だから F(x) に関する 2次のテーラー展開より，

次式を満たす αiE (X2←2， X2i) が存在する。

F(X2i) -F(均一2)= F'(X2.-2) +会F"(向)(X2i-X2←2)2 

= 2hf(X2i-2) + 2h2f'(αi) 

f(x)εC1だから f(x)に関する平均値の定理より 3 次式を満たすん ε(X2←2，X2i-1) 
および CiE (X2i-2' X2i) が存在する，

f(X2i-1) = f(X2i-2) + f'(bi)h 

f(X2i) = f(X2←2) + fヤ;)2h

区間 [X2i-2)X2i] に於ける誤差 ES，2n を計算すると，

Et，2n = J:22L2 f(x)dx -~{f(X2←2) + 4f(X2i-1) + f(X2i)} 

= F(X2i) -F(X2←2) -~{f(X2i-2) + 4f(X2i-1) + f(X2.)} 

= 2hf(X2i-2) + 2h2f'(向)

-Hf(X2i-2) + 4{f(X2i-2) + f'(b川}+ {f(X2←2) + f'(ci)2h}] 

=号{6f'(αi)-4f'(bi) -2f'(Ci)} 

I ES，2nI = I E:'=l Et，2nl =与IE:'=1{6f'(α.) -4f'(bi) -2fい)}I

壬号 x12M x n = M(bー α)2t

従って k=lのとき ES，2n(f)= O(と)となる。
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(2) k=2 のとき。 F(x)E C3 だから，F(x) の 3次のテーラー展開より 1 次式を満た

す d，ε(X2i-Z'X2i) が帯在する。

F(X2;) -F(X2i-2) = F'(X2i-2)2h +会F市 2i_2)(2h)2+会F川 (di)(2h)3

= 2hf(X2i-2) + 2h2 f'(X2i-2) + th3 f"(di) 

f(x) の 2次数のテーラー展開より 3 次のような巴iE (XZi-2， X2i-l) および

gi E (XZi-2l X2i) が存在するロ

f(X2iー1)= f(XZi-Z) + f'(X2i-Z)h + U巾i)hZ

f(X2i) = f(XZi-2) + 2f'(X2戸 z)h+ 2f吋g，)h2

区間 [X2i-2，X2;] に於ける E's，2n を計算すると 7

Es，Zn = F(X2i) -F(X2i-Z) -~{f (X2i-2) + 4f(X2←1) + f(X2i)} 

= 2hf(X2i-2) + 2h2 f'(X2，-2) + th3 f吋di)

-~[f(XZi-2) + 4{f(xZi-Z) + hj'(X2i-2) +与f"(ei)}+ {f(X2i-2) + 2hf'(x2i-2) + 2h2 f勺i)}] 

=手{4fぺぬ)-2f"(向)-2f勺，)}

1 E S，2n 1 = 1 2::;=1 E}，2n 1三号2::;=114f"(di)-2f市;)-2f"(g，)1 

三号 x8K X n = tK(b -α)3会

よって k=2 のとき，ES，2n(f) = O(会)となる。とこで]{= max 1f"(X)1。

(3) k = 3 のときロ (2)と同じ方法で，F(x) については 4次の，f(x)については 3次の

テーラー展開を行うと，ES，2n(f) = O(告)が示される。
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(4) k三4 のとき巴 (2)，(3)のときと同様に，F(x)については 5次の，J(x)について

は 4次のテーラー展開をおとなうと， 任意の k三4 に対し，J(x)εck であれば常に

ES，2n(f) = O(去)が成り立っととが示される。
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