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Verallgemeinerung des Abtast-Theorems

und Interpolationsformel

von

Fukuko Yuasa” und Fi Iti Takizawa™

GEREAT - HEERE—

Zusammenfassung

Es wird eine Verallgemeinerung des Abtast-Theorems angegeben, wobei die abgetasteten
Werte einer stetigen Funktion und derer Ableitungen hoher Ordnung beriicksichtigt werden.
Neue Abtast-Funktion ist eingefiihrt, wo das Abtast-Intervall nicht viel gleichméaBig verteilt ist.

§0. Einleitung

Someya-Shannon’sches Abtast-Theorem"? lautet

sin{ fz+ y— nn)

f(z)=2f(mrl;7). Bz+y- nn ’ ©-1

n=—co

mit einem orthogonalen Funktionensysteme:

n=ganze Zahlen im Intervall  -eo<z<too 0-2)

sin(z - rm).
zZ—-nmw

wobei f(z) eine stetige Funktion von z ist, und § und y Konstanten.

Dieses Theorem koénnte in viele Richtungen verallgemeinert werden. Die Verallgemeine-
rung des Abtast-Theorems und der Wiederaufbau der band-begrenzten Funktion aus den abge-
tasteten Werten und abgetasteten Ableitungen sind schon versucht.®) ™14 Das Abtast-Theorem
ist auch im Falle von einem stochastischen Prozesse!®) mit kontinuierlichem Parameter verallge-
meinert. Andererseits ist es schon bekannt!®), da8 die Lange des Abtast-Intervalls nicht immer
gleichméBig sein kann.

Hier in dieser Abhandlung geben die Autoren eine andre Verallgemeinung des Abtast-
Theorems an, um eine kontinuierliche Funktion aus ihren abgetasteten Werten und abgetasteten
Ableitungen hoher Ordnung wieder aufzubauen.!”)~2%) Beziiglich dieses Theorems sind einige
neue Abtast-Formeln angegeben. Finige Bemerkungen iiber die Abtast-Formeln sind auch ge-
macht.

*) Staatliches Laboratorium fiir Hoch-Energie-Physik, Tsukuba-si, Ibaraki-ken, Japan
™) Aiti Institut fir Technologie, Toyota-si, Aiti-ken, Japan
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§1. Verallgemeinertes Abtast-Theorem

Satz I (Verallgemeinertes Abtast-Theorem) Eine ganze Funktion f(z) wird ausgedriickt:

m_ m -k ()] ( k)
flz)= ZE Z f H" -(z—zn)“°—gﬂm
n k=0 =0 k! (z- z)
m J (s-J)
n s H R
_y f Btz 2y L)ml
" =0 j=0 J (z- z,)
=EZ 2o z), [C?Zs{f(z)-H(z,znnmn-—( g(?mnﬂ , (11
n z- z,

s

wobei die Reihe in dem beliebigen, begrenzten, geschlossenen Gebiete in der komplexen
z-Flache gleichméBig konvergiert, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(D) £(z) und g(z) sind ganze Funktion, (1-2)
(IT) g(z) hat Nullstellen (m,+1)-ter Ordnung in den Punkten z=z, (n=ganze Zahlen), i.e.

glz)=glz)=g(z)=..=¢g"(2)=0 s
und (1-3)

(m, +1)

g (z)=0 ’

fur m, nicht-negative ganze Zahl, die von z, abhéngt, und

f(2)

m = =0 . (1-4)

(IID h

Hier werden zur Abkiirzung

k

P 1., ., (k=0.1.2...)

dz* -
k
(k) d
gn =[dzk g(z)]z=zr| 9 (k=0.1,2....)
%. 1, 0
h;, h, 0
k - ,C,—" 1
H(k) d H (=1)* By ‘o L
" [d (z,z,)].- W T ha huix) p-n },u-n 9
—"’:“. r—10y "h.. . 2-1C; "h,, ey 1
) JALE h""‘” ,
e (- S, 2

(k=0,1,2,...) (1-5)
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und

k
( k) d
o =lgr

h(z,zn)]z=z" 9 (k=0,1,2,)
gesetzt. Die Summe in (1-1) soll tiber alle Punkten z=z, (n= ganze Zahlen) genommen werden.

Die Funktion

hizz)= q = 5 (1-6)

wird als eine verallgemeinerte Abtast-Funktion bezeichnet, und die Punkten z=z, als Abtast-
Punkten. Der Ausdruck (1-1) selbst wird als eine verallgemeinerte Abtast-Formel benannt.

Beweifl des Satzes I ist ganz geradewegs. Unter den Bedingungen (I) und (II) ist die Funk-
tion f(z)/g(z) meromorphisch in der komplexen z-Flache. Sie hat die Polen (m,+1)-ter Ordnung
in den Punkten z=z, Nach dem Cauchy’schen Theorem kann man die Funktion f(z)/g(z)
durch eine Kontur-Integration entlang einem Kreis von Radius R mit Zentrum im Ursprung
ausdriicken, enthaltend die Polen von f(z)/g(z) innerhalb des Kreises |zl=R. Wenn man das
Radius R nach dem Unendlichen ausbreitet, verschwindet das Kontur-Integral unter der Bedin-
gung (III). Und man hat nur die Residuen in den Punkten z=z, zu berechnen. Nachdem man
die Summe der Residuen berechnet, multipliziert man g(z) zu beiden Seiten des so gewonnenen
Ausdrucks und erweist den Satz I.

§2. Bemerkungen iiber das Verallgemeinerte Abtast-Theorem

Wir konnen die Bedingung (III) noch schwécher machen. Z.B. kann man anstatt der Be-
dingung (III) folgendes annehmen:
f(z)

(r) lim

im =25y = K (= konst.) 5 2-1)

oder

S

Q) 13{8. J.c T——z)—g_(c_)_dg =K (= konst.) 9 (2-2)

wobei der Ubergang (c—) bedeutet, eine Jordan-Kurve mit dem geniigend groBen Durch-
messer zu nehmen. Im Falle (III') oder (III”) muB man einen Term K - g(z) in die rechten Seite
von (1-1) addieren.

§3. Einige Speziellenfélle des Satzes I

Wenn alle m,, fiir beliebigen z, gleich sind, bezeichnet man m, als m, und bekommt aus
dem Satz I den folgenden Satz II.

Satz II
Unter den Bedingungen (I), (II) und (III) ist f(z) folgendermaBen dargestellt:
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» (k)
H, s g(2)
(s= )i (z-z) T . (B-1

s

LERIRIME R

Aus (3-1) folgt der Satz III.

Satz IIl Wenn eine ganze Funktion g(z) die Bedingungen (I)~ (III) erfiillt und auch in dem
Punkte z=z, nach der Taylor’schen Reihe folgendermaBen entwickelt wird:

g(2)= A, e (2= z)™ + Y A, L, o (2= 2)"", (4, #0)

m+1
s=1

dann wird der Ausdruck (3-1) zum (3-2) reduziert:

° (3_2)

s - ns g(Z)
fl2) = ZZf : ° (:rlnﬂ)

n os=0 Jn (z- z,)
(m+ 1)

m+1

§4. Abtast-Formeln fiir kleines m,

a) Wenn alle Polen von f(z)/g(z) einfach (i.e. m,=0) in allen Punkten z=z, (n=ganze Zahlen)
sind, dann der Ausdruck (1-1) vereinfacht wird, und wir haben die Abtast-Formel:

g(2)
(2)=) flz)e ————— - 4-1
S Z.‘f (z-z) g, (4-1)

Der Ausdruck (4-1) ist schon von van der Pol*® eingegeben. D.h., wenn eine ganze Funk-
tion g(z) einfache Nullstellen (Nullstellen 1-ter Ordnung) in allen Punkten z=z, (n=ganze
Zahlen) besitzt, und falls das Fourier-Spektrum einer Funktion f(z) begrenzt ist, und f(z) und
g(z) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, dann gilt der Ausdruck (4-1).

b) Wenn alle Polen von f(z)/g(z) in allen Punkten z=z_ (n=ganze Zahlen) 2-fach (i.e., m,=1)
sind, dann wird der Ausdruck (1-1) reduziert:

F@=2f (z)+ (2= 2) (flz)- 5r(z) o S 2o 9(2) (4-2)

(Z—Z) ° g(2)

¢) Wenn alle Polen von f(z)/g(z) in allen Punkten z=z, (n=ganze Zahlen) 3-fach (i.e., m,=2)
sind, dann wird der Ausdruck (1-1) folgendermafen reduziert:

() (4)
flz) = Z{ﬂzn)ﬂz—zr)-(_f(zn)——f(zn) (3,} +5(z= 2 o (20 - S (20 o i+
g

n

(“+3)

+hrz)e ik g ds’”] 31+ g(2)
n g(:) ~ 5 g(al (Z—Z,Ja' g‘f’
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d) Falls m>0 ist, ist es praktisch bequem zu nehmen:

glz)= y™(2) (4-4)

wobei 1(z) eine ganze Funktion ist, die nur einfache Nullstellen in allen Punkten z=z_ besitzt.
So wird die Abtast-Formel (1-1) folgendermaBen dargestellt:

J) (s=1)
m s H R l,l/m+l(ZJ
=YY YA e (2 o —+ = 4-5
J(2) ot (s— ) (2= 2] (z—z)™" &)

wobei H,®’s in (1-5) gegeben sind, mit

ho= g™ im+1)=(y,)™" ) (4-6)
und
() _ 7l o (m+1+r)
M T(m+1+nr°9n
e (m+1)! , 1 ” P
= 3 GEEew) g eyt @)

pt+g+u+..=m+l
P+2g+3u+..=m+ler

Hier wollen wir bemerken, eine Abtast-Formel als eine Interpolationsformel benutzen zu
konnen. Eine Abtast-Formel als eine Extrapolationsformel anzusehen, ist nicht sehr bequem,
weil jeder Term in (1-1) immer die gleichgiiltige Rolle spielt, und man kann diese einzelnen Ter-
men nicht einfach vernachléssigen.

§5. Detaillierte Beispiele der Abtast-Formel fiir m=0

Fir m =0 kommt Formel (4-1) zur Frage.
a) Wir nehmen ein Orthogonalsystem von Polynomen im Gebiet a=z=b:
b
(6,2 1k=1,23,..; I., 0@ ¢, () (2)dz=8_ } , (5-1)

mit einem Polynom s-ten Grades ¢(z) und einer Dichte-Funktion w(z). Aus (4-1) und mittels
04(z) kann man eine Naherungsformel f(z) fiir f(z) berechnen:

z- Zn) ® ¢’s( Zn)

F(2)=>f(z)e ( 0:(2) . (5-2)

Die rechte Seite von (5-2) ist ein Polynom (s-1)-ten Grades. Wenn f(z) ein Polynom (s-1)-ten
Grades ist, dann stimmt f(z) mit f(z) in s Punkten ein. Deshalb bemerkt man sofort, daB
{(z) =1(z) sein muB. Wenn f(z) ein Polynom hoheren Grades als (s-1) ist, dann ist f(z) nicht f(z)
selbst, sondern ergibt sich als eine Néaherungsformel von f(z).

Falls f(z) ein Polynom (2s-1)-ten Grades ist, besteht
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jZ;( 2) flz)dz=| ol(z) f(2)dz . (5-3)

Die Differenz f(z)—1(z) ist ein Polynom héchstens (2s-1)-ten Grades, und ¢(z) hat Nullstellen
zwischen den Nullstellen von f(z)—1(z), weil es besteht: f(z) =1(z) fiir z, (¢,(z,) =0). So bezeich-
net man f(z)—f(z) = ¢,(z) - v(z), wobei y(z) ein Polynom héchstens (s-1)-ten Grades ist. Und
man bekommt

b b
Jw(Z)f(z)dz—jbw(z)f(z)dz-:f o(z) ¢.(2) y(2)dz=0 5

da ¢ (z) orthogonal zu einem Polynom niedriger als s-ten Grades ist. Wir setzen (5-2) in (5-3)
ein, und erhalten

b s
Jol2) flz)dz =Y f(z) * A, (5-4)
a n=1

mit einer Konstanten A, (Christoffel’sche Nummer):

"oz e ¢.(2) :
R P T AT (5-5)

Wenn f(z) ein Polynom hochstens (2s-1)-ten Grades ist, dann kann man das Integral (5-4)
berechnen, falls die Werte von f(z) in den m(<Cs) Punkten bekannt sind. Wenn auch f(z) nicht
solch ein Polynom ist, kann man Integral (5-4) als Nahrungsformel berechnen. Diese Nédhrungs-
formel ist nichts andres als die GauB’sche Quadratur-Formel.

b) Um die Lagrange’sche Formel zu bekommen, nimmt man
g(2)=]]J(z- z) ’ (5-6)
k=1

und erhalt eine Naherungsfunktion f(z):

s

F(2)=Yf(z) e Liz) , (5-7)
n=]
mit
L= ] o—2 , (5-8)
k=1.k#n " k
und
Liz,)=6,, . (1sp<s) (5-9)

¢) Man braucht ein Tschebyscheff’sches Polynom:
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g(z) = cos(aarccos fz) o=positive ganze Zahl und 0 (5-10)

und erhalt Nahrungsformel (z)

F@=ES- 0" a0 e 1 f g REEEESE (5-11)

mit

cos(aarccos fz,) =0. s (5-12)
d.h.,
Bz.=cos{(2n+1)x/2a} . (n=ganze Zahlen)

Man setzt fz=cos6 und Pz, = cos6,, und erhalt

n . _ cos(ab)
f(g%g)=%zn(—l) .f(coze Jesin One T T 08 6, (5-13)
Integriert (5-13), gilt
n " ) = cos(ab)
J‘f(COZG)de_ azﬂ:(—l) .f(@'sa—e).su‘l eno fom de 9 (5'14)

wobei Integral ji:de bedeutet, den Cauchy’schen Hauptwert im Punkte 6 =6, anzunehmen. Fiir
o.= positive ganze Zahl wird der Ausdruck (5-14) folgendermaBen reduziert:

jf(coze)de ZS(- f(COSﬁe)osm(aG) , (5-15)

mittels der Integralformel:

f‘ M 0= 7 —S—M R (oe=positive, ganze Zahl)
0

*
cos 6 —cos 6 sin 6"

Die Ausdriicke (5-13) und (5-15) sind eigentlich die von Multhopp gegebene Naherungs-
formel?” von Quadratur.

d) Man nimmt
g(z)=sin(az+ ) 4 (a, B=const., a#0.) (5-16)
und erhilt Sommeya-Shannon’sche Abtast-FormelV?:

B sin(az+ f- nn)
* T az+ B-nn ?

fla=Y f= (00) (5-17)

n=-eco

mit der Abtast-Funktion:
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sin (az+ - nn)
sinc(az+ B— nn)= b
az+ B- nn

. (5-18)

Shannon’sche Formel? entspricht zu (5-17) fiir a =1 und f =0.
Z.B. wird der Ausdruck (5-17) folgendes gefiihrt:

expl~ v2+ ifzl = Yexpl— y(nun/e)’ + i(nap/a)le _SEE(ZEE'_?J?_@“

n=—o

(7>0, 0z0) (5-19)

e) Andre Beispiele
Nun notieren wir hiermit die Funktion g(z), die Abtast-Formel und die Gleichung, die die

Werte z, angibt.
i) Fiir
g(z)= zsin(az) — Acos(az), (0A#0) (5-20)

heiB3t die Abtast-Formel:

- 1 cos(al,) zsin (oz) — Acos(az) )
fl2)= n;f( A TG a) — ) (5-21)
14—
20,
mit
A.e sin (od,) — A cos(al,) =0 o (5-22)
ii) Fir
gl(z)= zcos(az) — Bsin (az), (aB=0) (5-23)
= -1 sin (an,) zcos(az) — Bsin(az)
J(2) = n;_,f( e sin (2 an,) az— on, ’ (5-24)
T 2om,
mit
n.° cos(an,)— B sin(an,)=0 . (5-25)
Fiir die Grenzfalle A~ 0 und B~ 0 in den Ausdriicken (5-20) und (5-23) entstehen
fa=t s b s, L2502 o4 gion e T2, 629

n=—oo

n=0

und
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2n+1

f(2)=—%_2

T
of(—na£+§;)o

71

az e cos(az — nn)

az— nw—(n/2)

+ f(0) e cos(az).
(5-27)

Diese Abtast-Formeln sind etwas andres als Someya-Shannon’sche Abtast-Formeln. Beispiele

von (5-26) und (5-27) lauten:

nnf

az e sin(az - nn)

B

sin(ﬁz):%zinosin( o K 0z — nn +Esin(ocz),
(af20) (5-28)
cost 1=k 5 L con( 2y 2S00 ) sin(e
(ap=0) (5-29)
1 <1 nrzfB. ozesin(az- nx) sin(az)
Jo( P2) = 7,12_"“?. ST ) e az — nn oz 9
i (ap0) (5-30)
und
. e nsin{(nzf/a)+ ( fr/2 o)) azcos (az)
sin ( pz) =~ ,Z‘N(-l) ° nr+(7/2) oz—-nn—(n/R) °
(af=0) (5-31)
cos( fz) =— ;w( _y" cos{( niﬁ;f](-;/('zﬁ)ﬂ/‘z ). azcizrcl(:[s_( ((thzt]/z) +cos(az)
@Bz0)  (5-32)
S n Jl(naB/a)+ ( fr/2 a)} azcos (oz)
Jo(ﬁz)——n;”(—l) . T (772 57— (w3 toosled) -
(ap=0) (5-33)
Wheelon?® zeigte (5-30) fir o= =1.
iif) Fiir
g(z)=Jd,(az) , (a0) (5-34)
L e 1 J(az)
flz)= n;”f(Jn) Tl " az- .
mit
Jlgl)=0 (5-35)

wobei J,(z) eine Bessel’sche Funktion v-ter Ordnung ist.

iv) Fir
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g(2)= zJ/(az) + hJ(az) 5 (ah=0) (5-36)
= al zJ,(az) + hJ(az)
= l ® n ® 5'37
fl2) n;f( ) T ) T P , (5-37)
mit
Aadled) + hJ(od)=0 . (5-38)
v) Fr
glz)= T,(az, B2z). s (op=0) (5-39)
WO
T,(x,2)=N,(x)J,(z) - J,(x)N,(z) , (v = ganzeZahl, x>0, z>0) (5-39")

ist, wobei N,(z) eine Neumann’sche Funktion v-ter Ordnung ist.

A J (ad,) e J,(BA) . T,(az, pz)

f(z)=_é’-if(/1,,). s (0<a<pB0<z) (5-40)

B (0d) —ad(Br)  Z
mit
T(ad, PA) =0 . (5-41)
vi) Fiir
glz)=sin(aZ+ ), (ax0) (5-42)

sin(az®+ B - nn)
20z, (z — z,)

fl2)=)f(z)e (5-43)

9
mit

sin(az,>+ f)=0, ie z,= t/(nw— B)/a s (n = ganze Zahlen) (5-44)

vii) Fir andre Beispiele kann man als g(z) Mathieu’sche Funktionen, reziproke Gamma-Funk-
tion mit negativem Argumente u.s.w., annehmen, und erhélt die Abtast-Formeln, die wir hier
weglassen.

§6. Beispiele der Abtast-Formeln fiir m =1
Fir m=1, i.e. g(z) = y*(z), kommt (3-2) zur Frage.

a) Man nimmt 1 (z) als ¢(z), ein orthogonales Polynom s-ten Grades in (5-1), und erhélt
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H( s=J) . ¢25( Z)

J)
fl2) = ZZZf ‘Gogpclzmz T —w (6-1)

n s=0 /=0 ' (Z_Zn)

mit
¢(z)=

‘Wenn man insbesondere

alz)= v(2)=[](z-2)* (6-2)

k=1

annimmt, erhilt man aus (4-2) folgendes:

ﬁ(z— z)?
o k=1

7 1 "
Y A o PR Cal RIS Lo E__ L6
n=1 p#n H(Zn~zp) Zn
p#n

D.h., eine Lagrange’sche Formel mit den abgetasteten Werten f, und abgetasteten Ableitungen
1-ter Ordnung £, ".

b) Man nimmt ein Tschebyscheff’sches Polynom als v (z):
g(z)= y(z) =cos’*(aarccos fz) , (a0, a=ganze Zahl) (6-4)
und erhélt

cos 2(aarccos (fz))

f(z1=;21—ﬂ22[fn-u—ﬁzzi)-fn~ﬁ2-zn-(z—zn)+f; ca-F 2 o(z—zn)]

(z- z")2
(6-5)

mit

Bz,=cos{(2n+1)n/2a)) - (n=ganze Zahlen) (6-6)
¢) Fur

g(z)= V(z) =sin’(az+ f), (ap=0) (6-7)
erhalt man

s 2
flz) = [f (z—z)e f (zn)] Jonlezt o 6-8)
il (az~- az,)

mit
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z,=(nn— P)/oo . (n=ganze Zahlen) (6-9)

Wenn das Fourier-Spektrum von f(z) in einem endlichen Gebiete begrenzt ist, bezeichnet
man die Maximum-Frequenz als W. Und falls

1

2
lal SW ’ (6-10)

besteht, dann gilt die Bedingung (III) in (1-4).
Deswegen ist die Bedingung (6-10) eine hineichende Bedingung fiir (6-8).

d) Andre Beispiele
In dhnlicher Weise kann man annehmen:
g(z)= (zsin az - Acos az)* 5 (0Az0)
g(z)= (zcos az— Bsin az)’® , (oBz0)
g(2)= J(az) , (00)
g(2)= (zJ](az) + hJ,(az)) , (ah0)
g(z)= T’(az, pz) s  (ap=0)
mit T(az, Bz) gegeben in (5-39’),

glz)=sin?*(aZ + p) s (00)

und
g(z) = Quadrat von Mathieu’schen Funktionen u.s.w.

Dann erhalt man die Abtast-Formeln, die die abgetasteten Werte £, einer Funktion f(z) und die
abgetasteten Ableitungen 1-ter Ordnung £, ” enthalten.

§7. Beispiele der Abtast-Formeln fiir m=2
Wir benutzen den Ausdruck (4-3) fiir (4-4) mit m=2, d.h.,

g(z)= y’(z) . (7-1)

Als v(z) kénnen wir nehmen:
W(z) = $i(z) in (5-1), order kljil (z-z) in (5-6), cos (a arccos Bz) in (5-10),
sin (az + ) in (5-16), z sin az — A cos (az) in (5-20),
z cos (az) — B sin (az) in (5-25), J, (az) in (5-34),
zJ’, (az) + hJ; (az) in (5-36), T(az+ Bz) in (5-39’), u.s.w.
Die genauen Abtast-Formeln werden wir hier weglassen. Nur notieren wir eine Abtast-
Formel fiir g(z) = sin®(az + B). Es gilt:
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oo

flz)= Z[I(Z,.) +(z-2z) e flz )+ -;-(z —z ) etz )+ azf(zn)]]- (

3
n=—e (az- az,)

-1)"esin®(az+ p) , (7-2)

wo z,=(nn—B)/0. (n=ganze Zahlen) sind.

§8. Zum SchiuB

In dieser Abhandlung haben die Autoren ein verallgemeinertes Abtast-Theorem (Satz I)
angegeben, womit eine ganze Funktion f(z) durch die abgetasteten Werte £, und die abgetasteten
Ableitungen f,®) hoher Ordnung dargestellt wird.

Viele der bisher gegebenen Formeln® ™ 1910725 konnen mittels dieses verallgemeinerten
Abtast-Theorems leicht hergeleitet werden. Einige Beispiele der Abtast-Formeln sind auch her-
gegeben.

Es sollte auch hiermit betonen, dal das angegebene verallgemeinerte Abtast-Theorem in
vielen Feldern nicht nur in der Physik, sondern auch in der Technik gute Anwendung finden
konnte.
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