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Study of the Osci11ator with Constant Loss Distributed Line 
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Summary - We have studied the oscil1ator terminated by a Esaki diode with constant 

distributed line. And particulary， the 10ss of line will strong1y infiuence the properties 

of the osci1lator. Th己refore，we studied in this point particularly detail， and the interesting 
characters of the oscillator have been discovered. 

~ 1. まえがき
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無損失の分布定数線路， i. eoちえん線路， を非線型抵抗2端子素子であるエサキ@ダイオードに接続した発振器につ

いては，既に色々な研究があり，興味ある結果が，南雲仁一氏並びに志村正道氏によって発明され，研究されている，，)

この論文は，更に一歩進めて， そのような分布定数型発振器において，集中定数と分布定数の両者l乙抵抗分を含むよう

な，すべてのパラメーターが無視出来ない場合を考え， その場合の電信方程式の一般解，及び， リアクテブ素子が零l乙

等しくなると双曲型の方程式が Parabolictype (即ち，熱方程式)に縮退するが，そのような色々の場合について，

整理分類し，かつまた，種々特殊な非線型境界条件を満たす場合について，各場合lと成立する，微分一差分一(グォル

テラ型)積分方程式を導いて，このような興味ある発振器の特質を完全に把握しようと試みた.以上述べた事項を，少

し詳細に述べると次のようになる.先ず， 無歪条件・ aC = (lj2)・(GjC-RjLJ=0， が成り立つ場合について，非線

型差分一微分方程式を導き， その方程式が互いに独立な 2個のパラメーターむとεc，及び回路の特性インピーダン

ス Zo，及び減衰を表わす定数日(e子21仏によって特長ずけられることを示し，結局，小さなパラメーターを含む方

程式系になる乙とぞ示した.さらに， 上記の方程式がもう一歩縮退した場合:EL=EC=O， なる場合lζ成立する差分方

程式， (微分項は olとなる)をグラフイカルな方法によって発援波形を求めた. さらにその他の場合については，本文

にくわしく述べてあるが，その場合成立する方程式は， ヴォ Jレテラ型積分方程式であって，数値的l乙求めるか，あるい

は他の近似解法による以外には，一般的には正確な解は求まらない.そこで，解法として， 1)グラフイカルな方法， 2) 

漸近法又は摂動法， 3)電子計算機による方法，等が考えられるが， それぞれ特色及び一長一短があり，これらの方法

を適当に組合せて用いることによって理論的には，解の真の姿が把握できるわけである. さらに，有損失分布線路を用

いた場合には，無損失線路の場合よりも，安定した， かつ矩形状l乙近いパルスが得られるので，上記問題とは，丁度逆

の問題:必要とするパルスが与えられたとき， そのようなパルスを発生するためにはどんな回路パラメーターを選んだ

らよいかという，回路パラメーターの決定法についても考察を加えた.

~ 2. 回路及び回路パラメーター

回路及び回路定数は Fig.1 lζ示すような記号を使用した.LCRGすべてについて，集中パラメーターには“d"と

いう添字をつけた.一方分布パラメーターの方には何にもっけないで表わした. この回路では集中定数回路と分布定数

回路とがカスケードl乙接続され， 1端l乙エサキ・ダイオードを接続し，他端i己負荷を接続した状態を考えている.なほ，

今回の報告では，負荷端子は短絡した状態の場合だけに限って考察した.

記号:

分布定数 単位

L:単位長当りのインダクタンス，

C: グ グ のキャパシタンス，

R: Ij 11 の抵抗，

G: グ 0 の漏洩係数，

(へンリー/メートル)

(ファラッド/メートル)

(オーム/メ{トル)

(モー/メートル)
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1 線路の長;':1， (メートル〉

集中定数

La:インダクタンス， (へンリー)

Cd:キャパシタンス， (ファラッド)

Rd:抵抗， (オ{ム〉

Gd: 'ダイオードの漏洩コンダクタンス， (モー)

f(Vd) : E.D.の電庄一電流特性(アンペア)

E : (E園D.tζ対する)D.C.バイアス電圧(ボソレト〉

=仁七コ 彦

猶，上記の線路定数から導かれる次の諸パラメータ-;a定義しておこう. (これらは，後で使用することもあるので

ここで定義しておくのである). 

μ三 (1/2)・(G/C+R/L)， (1/秒)

8三 (1/2)・(G/C-R/L)， (1/秒)

。2三 l/LC:波の伝播速度， (メート Jレ/秒)

(2固め ~ 1ェ==1/a， (秒)

zo==V L/C， 特性インピーダンス(オーム)

従って，

C=l/azo， L=zo/a. 

~ 3. 回路方程式及び境界条件

Fig. 1 の回路では，ふつうの電信方程式が成立する:

一一「JJいレ市川、 i(x ， t ) 

Vd-」 |LGd|-L」

(3固 l;a) ~v+L.~~+R ・ i=O，
at 

(3.1; b) ~i +C. ~~ +G.v=O， 
at 

x= 0 

Fig.l 分布定数型発振器回路

そこで，新しい函数 ω(x，0を導入し，v(x， 0， i(x， 0を ω(x，t)によって次のように定義する:

(3.2; a) v(x，伊芸，

(3.2; b) i(x， t)三 C.~竺-G帆
at 

%電1.
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ζのように置くと， (3.1; b)式は自然に満足され， (3.1; a)から次式が得られる.

(3.3; a) ど手-LC.~ι (RC+GL)笠-RGω=0x' at2 ，---， --， at 

またわ， (2.1)のパラメータ{を使うと，

(3.3;b) G2.211 21竺一一2β竺ー(μ2_1l2)W=0， (Lキ0，Cキ0)at2 -r- at 

或いは， (3.2; a及び b)とは dual(adjoint)な次の変換を用いても同じ式が得られる:

(3.4; a) 世(x，t)=-L.~竺-R ・ω，
at 

(3.4; b) i(x， t)三 22L，。z
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との場合には， (3.1; a)式は自然に満足され， (3.1; b)式から (3.3)式が導かれる.或いはさらに， (3.2)と (3.

4)の一次結合式を用いてもよい.乙乙から先の取扱いは，次節の分類の各々の場合によって異なってくる.

!ーi(O，.t)

ー--
l1V(O，t) 

L二一一一一-

x=O 

CB.C) 

x=t x= 0 

(B.C.) 

Fig.2 境界条件の2つのタイプ

i (t， t) 

-ー唱・-' 

州
一一一一一斗

x=t 

次l乙，境界条件を， Fig.2のどとし 2つの場合にわけで考えた:すなわち，(B.C.) と，(B.C.)である.これら

は全く同じ回路をただ，x=Oの位置と x=lの位置とを入れ換えただけである.がしかし，方程式を導く過程において

は，便利仕方を採用すると大変都合がよい.それぞれの場合に成立する境界条件は:

(B.C.)の場合:

x=Oで，

(3.5; 1) -i(O， t) = f(Vd)+Gd均十Cd.d~.d 
dt 

(3.5; 2) v(O， t)司 d-E-Rd.i(O，t)-Ld._!}_江主立
dt 

x=lで，

(3.5; 3) 世(1，t) =0， 

又，(B.C.)の場合:

x=Oで，

(3.5; 3) v(O， t) =0， 

x=lで，

〈口市 i(l，t)=f(Vd)+い内争，

di(l， t) 
(3.5; 2) 世(l， t) =世d-E+Rd.i(l，t)+Ld・ニ詰エム

となる.

~ 4. 分類;それぞれの場合に成り立つ方程式の種類，

先ず，回路の性質!e:，特lLパルス特性11:，一番大きく影響するのはリアクテブな素子 (i.e.，パラメーター)である.

それは又，回路の方程式のタイプをも決定してしまう.そこで・次の形のマトリックスを考える:
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r-L L，、) r-R Rrl~ 
(4. 1) I _ _ -I 及び I_ _-I 

lC Cd) X -- lG Gd) R 

そして，その要素が零または有限であるかによって Oま

たは F (あるいは，L.C.R.G.等とも書いた)と書くこ

とにする.先ず， 1)アクチブな要素及び無歪パラメータ

-oがOあるいは有限であるかによって Fig.3 IC示す

ように20通りに分類して考えるととにした.図中の※は

この中で特に注目すべき場合であり，そのほかの場合は

丁度注目すべき場合の中聞に位置する場合と考えられ

る.この表によって示された場合，及びそれらの個々の

場合のさらに特殊な場合，すなわち抵抗分が色々な値を

もっ場合について検討を加えた.又 Fig.3にも書かれ

ているが，それぞれの場合を記号的に (1， 3d) 等と示す

ことにした.ここで最初の記号は分布パラメーターの各

類分けを示し，第2番目の番号は集中パラメータ{の各

類分けを示している.抵抗分についても，全く同様な記

号を用いて分類した.従って， ((1， 3d; o)x， (2，1d)が

などと書けば，完全に回路パラメーターが決定したこと

になる.

~ 5. それぞれの場合に成立する連立非線型微分一差

分一積分方程式の誘導並びにその解.

5.1. (1， ld)， (1， 2d)， (1， 3d)， (1， 4d) の場合:

(L=C=O). 

この場合， (3.1;a)， 及び (3.1;b)の微分方程式系

は次のようになる.

(5.1 ;りごと十Rイニ0，~十G.v=O，
dX dX 

さらに， (3.2; a)及び (3.2;b)の変数変換は:

(日;2) v(x， ←与 ω←伽

τ』
口 彦

1 
微分・

(1; 1 d) 

2 
微分・積分

(2，1 d) 

3 
微分・積

(3，1 d) 

4 

0=トO 微-差・積

(4，1 d) 

※上に同じ

4 

0= 0 
微・差

(4，1 d;o) 

となる.したがって， (3.3; a)式に相当する偏微分方程式は次のようになる:

a2ω(X， t) 
(5.1; 3) 一-IF--RG-ωニ 0，

(5.1; 3) 式の一般解は:

(5.1; 4) w(x， t)=A(t)・e""X十B(t)・e-r:tx，

TこTごし，

(5.1; 5) a三 y支(J，

微分・

(1，2 d) 

微・積分

(2，2 d) 

微・積

(3，2 d) 

f放・差・積

(4，2 d) 

上に同じ

微・差

(4，2 d， 0) 

Fi.g.3 

従って，変換 (5.1;2)式とあわせ考えれば，次の一般解 v(x， t)， i (x， t)が得られる:

(5.1; 6a) v(x， t) =出A.e，，"x-aB.e-""x， 

(5.1; 6b) i(x， t) = -G(A・e""X十B・e-(U)，

(5.1; 7a) v(O， t) =日A-aB，

(5.1; 7b) i(O， t) = -G(A + B)， 

(5.1; 7c) v(l， t)ニ 日(A・eG1-Be-<>I)，

境界条件 (B.C.) (3.5; 3)より:

(5.1; 8) B~Ae2<>1 ， 

これと， (5.1; 7)より:

(5. 1; 9a) v(O， t)二 日A(t)・(1-e2"1)，

微分・ 代数

(1，3d) (1，4d) 

。
微・積 積・代

(2，3d) (2，4 d) 

{放・積 積分・代

(3，3d) (3，4d) 

微差・積 微差・積

(4，3d) (4，4d) 

上に同じ ※上に同じ

微・差 差

0) (4，4d，0) 
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(5.1; 9b) i(O，t)=-G(1+e'叫 ).A(t)，

結局，(1，ld) の場合(この他の場合は，この結果から容易に導かれる)，次の微分方程式が成立つことになる@

(5.1 ;陶 Cd与子一=-G山一f(山 )+A，

dA ，_  ": 

(5.1; 10b) Ld・dt一=(E-Vd)+βA，

ここで.A，β は次のような定数である:

IA三 G(1+e2<lIl).A(t)，
(5.1; 11) < I~一|βd R1-e2 一一一-l"" V G 1十e'叫

結局，この場合には， Fig.4において，集中負荷 GLを，その代りに分布定数負荷で、置き換えたものと等イじであると

とがわかる.

ここで一言附加しておきたいことは，或は全く簡単に導かれ

るので省略するが， (1， 2d)の場合と， (1， 3d) (i.e.， Cd=O， 

Ldキ0)の場合とを比較してみると， (1， 3d)のときには微分項

の前lと非直線項が現われるので， (1， 2d) よりずっと波形がパ

ルス状になることである.即ち， ζの場合から推測して，イン

ダクタンスの存在は波形を鋭く鋭角にし，キャパシタンスの寄

在は波形を拡がったものにする.したがって，狭いパルスを発

生させるためにはインダクタンスを大きくし，キャパシタンス

を小さくするとよく，逆l乙，巾の広いパルスを発生させるため

には，上記とは逆の値を選ぶとよいであろう.

最後に， (1， 4d) の場合には;

(5.1; 12) -Gd'Vd+β-1 (Vd-E) = !(Vd)， 

従って，乙の場合(状態)には自励振動を起さないが，強制振

動回路としては非常に興味ある回路と考えられる.

次i乙， 2.， 3. の場合を示すのが順序であるが， 先ず， 最後

の場合:4.，をはじめに説明しよう.

5. 2. (4.1d)， (4.2d)， (4.3d)， (4.4d)の場合:

ここで，方程式 (3.3;a)， (3.3; b) !乙立ち返って再出発する.そこで，

Ld Rd 

t
 

nu v
 

GL 

x= 0 

Fig.4 

変数変換 :w-→u，

(5.2; 1)ω(x， t)三 e-fLt・u(x，t) 

を ωl乙行うと， (3.3; b)は u(x，t)によって:

(5.2; 2) ~半=a2.~手十向，。γ ー

と変形される.結局，乙の場合1乙は， (5.2; 2)式から u(x，t)を求め，これを (5.2;1)に代入して ω(x，t)を求め9

これからさらに， (3.2;a)，(3.2;b)によって V(x，t)， i(x， t)を求めればよい.先ず，

5. 2. 1. i(x， t)， v(x， t)の導出，

次の変数変換を行う:

(5.2; 3) xl~x/a (ニ時間のディメンジョン)

を行うと， (5.2; 2)式は:

(5.2; 4) ~:手ニ111+82u
dt" dX，" 

となる.この式を，区間 Oくzく1，の上で，同次初期条件:

(5.2; 5) 札。=0，守/tJ09

のもとに解かう.そうすると.函数 1(o--/t'-X，')，が (5.2;4)の解となる(証明略).

すなわち，これが基本解として役立つのである.ここで，1(z)はベッセル函数と関係があり，次式によって定義され
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る特殊函数である.

(5.2; 6) I(z)三 J0 (iz) 

三 1 I z ¥ 2 S 
一一一回
コ~ (5!) 2 ¥ 2 I 

十句/2

ニ +SeZSi吋 dcp
ー伺/2

新 美

1 _2' 1 ニ 1+_~~Z2+~Z4+ 固・(i=\/士T) ，
4 - 64 

従って，

jψ(吋I(OV(t~T)2ヨ2)dT ，

及び，

fー Ch-X1)

[的)的ゾ(t~T) 2ー(l1~xエ)2)れ

三士
仁ゴ 彦

も解となる.さらに9 これらを微分したものも又解となる. 何政なら，我々がここで、取扱っている方程式は，いずれも

線形の偏微分方程式であるからである.ただし，ここで，cp(T)，ψ(T)は任意図数で，初期及び境界条件から決定され

るべきものである.又，T<Oのとき， φ(T)=ψ(ヶ)=0と仮定する.すなわち，

(5.2; 4)の解を次のかたちであると仮定する;

すなわちそのようなかたちの解を求める:

t-X1 1ー Ch-Xl)

r 一一一一一一一一-0'， a r 
(仰5口2;刈7花均a心〉 μ叫(X1.t) ニ 百石瓦訂X1訂7ゴj?デγ?(ケ肘T竹)I(oV川川〉代(οt一~T吋ヴ小〉戸2~一h 2り柏〉

またわ，書き換えて;

t-Xl 

(5，2; 7b) u(九← φ(t~X1) ー[伊(T) 'OX1 ，I'(oV (t~守ヲゴ)_dT十ψ(t~11 十 X1 ) 十
ヘ イ可=可に.%12

1-/1 +X1 
¥ 1]r(TI， 0(11~x1) ・ I' (o内与戸一 (l1 ~X1) 2) dT， 

十 1ψ〔ヶ〉
d o ゾ (t~T) 2ー (/1~X1)2 

そこで，次のように函数変換する:

f叩 (x1. t)三 G 件 t，U(X1， t). 

(5.2; 8) ~ Y1(t)三 6μt・cp(t)， 

l Y 2 (t)==e一件t.ψ(t)， 

そうすると，

r e μt ・ cp(t~xェ) =e-rLX 1 ・ Y1(t~X1)'
(5.2; 9) ~ 

L eーμ"ψ(t~X1) 二GM1 ・ Y2(t~X1)'

と書くことが出来ることから， (5.2; 7b)式は次のようになる:

t-Xl 

(5.2; 10) 
I "， 0.%'1・e-fL(tーτ)

叩くれ，t)=~e-fLX1 ・ y ェ (t~X1)~ .l Y1(T)' . ::'，" ~ " 0 .I'(δV百二万τ二五五)dT十
J o t/zz=万吉亡石I

tー Ch-X1)

I "' (_ ¥ /i(11 ~X1) ・ 6 院(1 ーτ)
+eμ(h-九)ヴ 2(t~ l1十X1)+¥ Y2(T)・ 一一一=，I'(OV(t~T)2 ー (l1 ~X工)'2)・ dT

J 0""  V (t~T)2~(l1 ~X1)2 

又，

1 aw 
(5.2; lla) v(x1， t)ニーァ--一，

~υみ1

(5.2; llb) 
aw 

i(X1' t)二 C・ ~G固叩p
at 

となる.結局， (5.2; 10)式の ω を (5.2;lla)， (5.2; l1b)に代入すれば，i(x1， t)， v(x1， t)の一般解が求められ，

る.以下に計算J順序の概略と，結果を示さう:
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先ず，

l a w 1 r a / _" 'y1 /". " " a (' V(X1. t)三一" 二 ---=:--i一 (e同 '.Yェ(t-X，) )一一←~\ Yi(T)一.dTa l dX， --， -_ _ dX， J 

1-/， +x， 
+てし((e μ(I，-x，). Y 2 (t-l，十九)¥ で~\ Y2(T)...dTL 

dX， ¥ I dXェ JO J 

t-Xl t-/1 +X1 

ここで，山ェj。川)••• dT，及 び 山15。山〉れを附録の公式を参照して計算すると，次のよう日る

先ず3

t-X1 

(5.2; 12) ~f 川) • _!_Xl"eー叶吋(Ii-V(t-子弓戸LdT •
山 エ d o ゾ百二万亡訂

ただし，

(5.2; 12且)

又，

(5.2; 13) 

ただし，

t~Xl 

=与!_• e -J.LXl川 z叶れ〈ヶ〉す o"e-lL(tτ).C (tーナ)21' (1;) -X， 2CI" (1;) JdT， 

~==o、/(t-T)'-X， 2 ， 

tー(1，-X1) 
I VJTI._E_(1，一山一).['(oゾ干の'-(l，-X，)，LdT

ð~ ， J Y2(ナ〉・
X， J。 イ(t-T)'-(l，-X，)2

tー (I-x，)

」与王土L.J(J1h〕・ y，(t-!けれ〉ーiY2(寸)--L-m-h)〔(tー刊叶)ー
υ。 η

ー (l，-X，)2.吋・I代吋)JdT

(5.2; 13a) 司三δ -v (t-T)' ー (lェ ~Xl)2 ， 

となる圃そこで，これらを用いて，計算し9 整理すると，結果として V(X， • t)は次のようになる

t-X1 

(5.2; 14) 仇，←+{(μ十与"'--)円以t-x，)+e 同 yJ(th〉 JY1(T〉jH46!A(tτ)

・C(t-T)2['(I;)-x，'・5・I"(C)J'dT十(μ+ヱ江主二主L).e μ(1工-X1)・Y2(t-!，十X，)十eー μ([，-x，)・
2 

1-1， +x， 
y/(t-1， +xェ)-5 Y2 (の す o'.e-IL(ト τ).C(t-T)2['(句)-(σ1，-X，ω1ρ)2 叶μμ刊川["門"ぺfて(ω川司心〉

(~三 o -vて写i二苛E三石τ' 叶=δ1ゾ/(οt-T吋)2-(1，-y，)2)

となる.又，同様にして，i(X" t) を求める.先ず-

(5.2; 15) i(x" t)三一c.~竺←G叩
dt 

I-X1 1-(1，ーエ，)

ニ C{-e-Ml-Mt-h)-J-iyェ(T)"，dT+eー μ([，-X1) ・ y/(t-l，叫 +~\' Y2(T)，..dr} 
l --. -. dt J --. • --• dt J 0 - -. • ) 

t-x， t-(l，一 気心

-G{-e μX"y，(t-X，)-SoYェ川 dT十e刊 -X1)川一日計j。山〉酌)

t-X1 1-(l，-X1) 

69 

[日[
ζ こで2 又τ '0-¥y，(T)…dT. ~\ Y2(ヶ)…dナを(附2) を用いて計算しz それを代入して，上式を整理すると，

tJo--" dtJo 

結果として次のような i(X，.t)の表現式が得られる.すなわち，

t-X1 

(5.2; 16) i(x，. t) = C・e-JlXl・y，'(t-X，)+(G十C._i竺q ・6μX"y，(t-X，)+I y，(ヶ). [__C;_O'X1.e-μ(tーτ).['(0十2 / - / L . - "'L/'  J
O
/ L "/  l 

十464Z1P(t川〔 昨 T)'十川12_(t-T)J内 )+(t-T)川
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t~l， +X， 
@ヴ叫叫州yれνy/(λF叱(←tト一l+X，ρ止〉ト一(但G+刊C.よ工込ユ斗斗止ム一十一2 / - /" ，- "/ J 0'.' ， l 7句

1 

.イい刊刊eげ円川一1叫刊μ阿附(υtト一寸引τ勺川)

7η I 

ただし， 1;二B、!(t-'T)'-xL 司=0、!(t-'T)'-(l，-X，)'
ここに得られた V(X1't)， i(X" t)の式は非常に一般的な式であって，任意函数 yェ(t)，y，(t)及び，その微係数と積

分によって表わされている.従って，任意の初期境界値問題iζ適用することが出来る.

5.2.2. 一般の場合に成立する連立非線型差分一微分のヴオルテラ型積分方程式，

先ず，v(O， t)， v(l， t)，及び i(O，t)を計算しよう.それには， (5.2; 14)及び (5.2;16)式から:

(5.2; 17) 州 ， ← 土 { 川 ( 日 '(t) 一ft y ェ( 刊 2 (t 小 +叫(いμ+ 互叫f立主判1主判王4斗中}トい.唱e一叩イμμ川1α ~\"JIJ1\ l> j Jo-"1.¥.'J .L..L:!¥" '/"""I¥jl 2J 

s，y，('T).K，(t-'T)d'T} ; 

(5.2; 18) v(lわか士{(μ+与 "-).e一山 y，(t 仙 eμl，'y，'(t 峠 j。川).K，(日 d'T+μ川〉十

十川t)+S:川 ).K，バ，(tο(t-'T 

(仇5口以2;問 t刈(ゆ仇0仏， ←円C向 yれν川凶川1Jλ川rて勺切(οωtの〉十叫G川州〉一Cωe一μ川J九1け y2ν川州/(tて勺(οt叩 一(炉G伽+C与，，-)いe山 Y2川2炉日ω〉

-Ly，( 'T)' {C.K ，(t-'T)十GK4Ct ナ)}.d'T ; 

こ乙で，K，(z)， K，(z)， K，(z)， K4(z)は，次式によって定義される函数である:

(5.2; 20) }(，(Z)三 B4.e-fJ.，Z・[z'I'(o、!z'-li)-li・8・、!z2-li'["作、/z'-li)J
ドー(z'-ID'/2

K，(zρ〉三 8ν4.唱eρz人.穴.イ.I'(伶oz
δ芯z'

K，(z) 84l，・e-!LZ・〔ー(μz'一μJi十z)['(0、!z2-lD+局、/Z2 -li .["(OV z' -lDJ 
o'(z2-li)B/' 

K4(z) 
δ21，eμ ['(0、!z'-li)

δvz'-li 

そこで，境界条件， (3.5; 1) ~(3.5; 3)を用いることにより，次の方程式が導かれる:先ず

(5.2; 21) Ca._!}_竺fL-=-Ga，va-f(va) -i(O， t)， 
dt 

又， (3.5; 2)より:

(5.2; 22) La'-ιi(O， t)=(E-va)十 Ra'i(O， t)十v(O，t); (3.5; 1) !ζ V(l" t) を代入すると.
dt 

(5.2; 23) f..， O'l， ¥ 一一一y，(t)二 eーμ1，・ y ，'(t-l， )-I μ十一一一ト e~n:l" y，(t-l，)十dt -'_'/ -"" '"/ ¥" 2 / 

+S。山)，}(，(t 小川加s:山 ).K，(t 仰，

又g

(5.2; 24) すれ(t)=十 (0，t)一名川山一μ1"y/(t一九)十件十与，，-)ηl， 川 l，)

十j。山 {K，(tーヶ〉十4L(日 }d'T，

さら l乙，

1 _ /.， 1 I 
(口;25) La ・~i(O， 阿E一山)+(Ra十z川(0， t)十_-'--o'Y1(t)---=:-¥ 山)引t-'T).d'T+

az a a J 0 

1 / G -J-eーμh・y，'(t-l，)十-F(-c一十μ+O'l，).e μ1" Y2(t-l，)十



有損失分布定数型発振器の研究 71 

十+s。川町ーの+~ K.(t-T)-K，(t-T)JdT 

結局，Vd(t)， i(O， t)， y，(t)， Y2(t)を未知函数として， (5.2; 22)， (5.2; 23)， (5.2; 24)， (5.2; 25)を連立させ，

適当な初期条件のもとに，これらの方程式系を解けば，求めんとする解が得られる ζ とになる.

5.2.3. 集中定数をすべて無視し(すなわち，

集中素子としては E.D.のみ)，分布パラメーターのみを考慮した場合の非線型差分一微分の積分方程式系

5.2.3.1. 非線型差分一微分一積分方程式系

今，集中パラメーターとして，E と f(Vd)のみを残し，他のすべての定数を Oを等しいとおくと，結局，次の方程

式系が得られる:

(5.2; 26) 九 (t)=一~ f(サ

+ LY2(T).Ks(t-T).dT+(川 )S. Y2( T).K .(t-T)dT， 

(5.2; 27) Y2(t)=-A・B.y' 1 (t-l，) -B. Y， (t-l，) 

+ LY，(T).K，(tーヶ).dTー μ川 )+ S:的 ).K2(t-T).d寸円， 

(σ5.2; 28め) a(l内一E)=グ仇川1パ1(t伽t

一LY戸Y2令ω).K，(οt一切;

ただし，乙 ζで A，B は:

_ A_  o21， T'l_~ ..1 
(A=μ+一τ.!._， B=e一山，

(5.2; 29) {“  
lYi=dYildt. 

である.ζれらの方程式を連立させて解を求めればよいわけであるが，一般的には， ζれを解くととは，解析的にも，

数値的にもむずかしいことであると思われる.そこで，次のような，近似式を導いておく.

5.2.3.2. 近似差分一微分方程式.

今，Ki(Z)はすべて解析菌数であると仮定すると:

( K，(z)=K，0+ Kl1・z十…，

(5.2; 30) ~ K2(Z)=K20+K21・z+…，

t Ks(z)+(μ+1i)K.(z)ヱヱKso+K81・z+…，

とすべての ZECに対して書くことが出来る. (ここにCは複素数体)そこで，次の公式:

rt -"_ rτ 「τ 1rtt< _¥n (5.2; 31) cDt-ny(x)言 IdT I dT".1 y(ャ)dT 一一一I(t-T)nY(T)・dT，(r(z)はガンマ函数〉Jc-'Jc-' JoJ"/-' r(n)Jc 

なる公式を用いると，

(5.2; 32) S:向。+Ki1(t-T)十川悦T=Kio・oD円 +Ki1'oD内十

となる.そこでこの公式を用いて，更に，一番組い近似として，展開の定数 Kio(i=1，2，3，4，)のみを用いるとする.

そうして得られた式を微分すると，y，"(t)， Y2"(t)，官a'(t)についての 3個の方程式が得られる ζ とにとEる. すなわち，

結局:

(5.2; 33) 
.2 

Y.'勺〉=-1.{(μ+δ+μzog(Vd)) ・ Y.'(t)-~zo ・ g(Vd)'Y， (t) 
l+zo・g(Vd)

一→e一μh川1
~- ，-.r. 2/  ". 2 /) 

I lisl， ，1i2 _f~~， ¥ 
-(~十一一zog(Vd) ). Y 2 (t-l，)}， '2  2 -uo，-u/ / 

1.. 1 l)211 ¥ ~_..L A' II'.J. 7 ¥ I O2 ~. /'.1，. 1 ¥ .. A' I/.l."¥ I O2 
(5.2; 34) Y2"(t)=-eー μ1，・Y，勺 -1，)-( μ+一回一).e μh・y.'(t-l，)十一一，y，(t-l，) μ.y.'(t)+一一.Y2(t) ， ". 2 / - J.  ，- -./. 2 

1 r!:' •• II'.l.¥ r o2 A' /.l....... I) ~_..L A' " (5.2; 36) v' d=一二-}--. ，，_.L_f~' .{liy.'(t)+一一.Y， (t)ー 2e μh. Y2"(t-l，)ー (2μ+1i+1i21，).e μIェ・1 l+zog(vd) ，-J. '-/' 2 
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交 2

・Yz'(t-l1)十二乞(1-011)ヴ 2(t-11)}，

なる非線型の差分 微分方程式系が得られる これらの方程式系を解けば，かなりよい近似で解が得られると思われる.

ここに，注意すべきことは，Y1ぺ udFは，すべて 1十Zog(Va)で剖つであることである.すなわちもし，

(5.2; 37) 1十zog(Va)=O

なる関係が成立すれば，Va'， y/'(t)が無限大，すなわち，非常にパルスイ七された波形が生起することが予想される.

今， μ11が大であって，日2(ニ eー μ/1)が非常に小さくなり，それを係数にもつ項が省略で、きると仮定すると・

y/'(r) ニ>T~ ， [ム_.y山ナ〕十~N(va)'y山r)-N(va) ・ (y/(r)-Y1(r)十円以ヶーμ 1 1 ) ー
N(Vd) 1..βS  

-N(Vd)'Y2(ナ μJ工)}，

hFF作 β川 T 仙〉-÷山〉十川)}，

βro/1 _ rλ ff_¥ ， ，，' f_¥ I A'  "， f_  ..1 ¥1 a'(ヶ)=一一一一一一・{一一一y/(r)十Yェ(r)十γ.Y2(r μlェ)I 
N(Vd) l βJ  

なる方程式系が得られる.ここで9

(74-M; 戸 t; 同 μ;

g(Vd) :微分コンダクタンス

=と
口

主合
ブてこT万72 

(5.2; 38) 

β主主入2/2; N(vd)==l十Zog(Vd); 

としている.

5.3. (4.1a; 0)， (4固2d;0)， (4.3d; 0)， (4.4d;δ〉の場合:即ち無歪条件 :RC=GL(または 0=0)，の成立する場

ぷ与
口・

ζの場合には， (5.2; 2)式はふつうの波動方程式に縮退し，tt(x， t)は任意の函数 φhφ2l乙よってダランベールの

解が得られる すなわら.

(5.3; 1) 叫(x，t)=Aφl(t-x/a)十Bφ2(t十x/a)，

さらに，変数変換.

(5.3; 2)φ(t)==e-r.t t • <T1 (t)， 

を行なうと，境界条件 (3.5;1)， (3.5; 2)， (3.5; 3) と (4.めから次の非線型差分方程式系が得られる.ただしこの場合

Gd=O とした. (計算省略)

(5.2; 39) 

-~ 2h 
Jし山z ー←~'f(Vd)+ーユーゆ(t) 十三一 I， 一切φ(t-211) dt -" Ca ~ ，-"~ Cdzo -，-~ CaZo 

d φ(t)二三2_(E-va)-e一子2/1 d φ(t-211) dt -，-~ Ld ，- -"~ - _. dt 

/口_ p _ ¥ R 

一三2_ (1十主叫φ(t) 十 ~o (1-主壬i・e-~，- 211φ(t-211) 
Ld、.40 ，むd、 40 I 

ここで φは (5.3;2)で定義した任意函数である.

パラメーターの導入とそれによる式変形，

次l乙，以下の記号変換を行う.すなわち:

211・z三 t，Zo三 1ぼ/C， 11三 l/a，

a三 e-ベ吾)h:減衰度を表わすパラメイー

(5.3; 3) 

(5.3; 4) 

• 
，

寸

』

企

し

a

A
J
』

・

ナ
l

F

O

た

E 三三ι==c~70 : capacitiveな無次元のパラメータ{
21C 211 

_ Ld_ 1 Ln 
L== o~~ == 一一ι inductiveな無次元のパラメーター

21L 211 Zo 

定義・(5.3; 5) 

そうすると，

Ec・4ud= 山川(x)+a.的 1)，
ax 

εL'{ :xφ(x)十十的中E-Vd-(1十R山 0)的〉十日(1 ん /Zo)的凡

なる式が得られる.さらに Rd!J>Zo l乙比較して小さいと仮定すると

εc去Vaニ一川町〉十φ附岬(x-1)，

(5.3; 6b) 

(5.3; 7a) 

(5.3; 6a) 
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(5.3; 7b) 叫す}争(x)+去目的一斗=(E 山〉ーφ(x)十時(x-l)

となる.この (5.3;7司， (5.3; 7b) を見ると，パラメーターとしては，叫ん ，E ， 及び ε C~ ELの5個となる.このう

ち，日は分布団路の減哀を表現するものであり ， Eはダイオードの直流バイアスであるから 9 独立な明確な意味をもっ

ているパラメーターである.そこで，今，Eとんを固定して考えると 3{聞のパラメータ - a，εL， Ecが残ることにな

る.このうち，むとんは夫々インダクタンス，及びキャパシタンスの分布定数と集中定数との比を意味し，かっ無次

元量であるから，その上，さらにお互に独立であるから 9 摂動パラメーターとして使用することが可能である.

さら l乙

特別な場合として，Ec=O，εL=O とすると，次の方程式が成立する:

(5.3; 8) ZO-l{φ(め十回φ(x-l)}ニfCEー (1十Rd/Zo)圃φ(x)+αー(l-Rd/Zo)。φ(x-l)]，

この方程式は，

(5.3; 9)φ(x)=FCφ(x-l)J， 

と書かれるから ，O<x豆1のときの φ(x)の{直から，l<x三三2のときのφ(ゅの値。固・という具合l乙逐次求めることが

出来る.そこで，この差分方程式を次のようにグラフイカルl乙求める. (5.3; 9)は，

(仁仁X==ι一一==-(一ベ-(1α1+ん /μz 
Y三 zれ0一→'{φ(x心〕十出.φ(ωx-lり)}，

Yニ f(E+X)，

(5.3; 10) 

とおくとベクトル (X，Y) をベクトル (φ(x)，φ(x-1))へ変換する同次変換を与えている.又最後の式lとより zと

y とは非直線(抵抗)関係によって結ぼれた曲線を表わすから， (φ(x)， φ(x-l) )も又曲線関係によって関係ずけら

れていることになる.結局第5図のようなグラフによって求めることが出来る.この図では，結局，x車白から 8" れだ

け回転するとそれぞれ φ(t)，及び φ(t-l)軸が求まる.第5図の例では丁度。2=rc( tane2ニ∞)のため y軸と φ(t-l)

軸とが重なっている固

番 E Z。 Rd α 
号 ボルト オーム オーム

① 0.1 1 0 0 。 1 

② 0.1 1 0 0 。 0.5 

③ 0.1 1 0 0 。 0.2 5 

④ 0.2 1 0 0 。 1 

⑤ 0.2 1 0 0 。 0.5 

⑥ 0.2 1 0 0 。 o . 2 5 

⑦ 0.3 1 0 0 1 0 0 0.5 

Fig.5 P点からが点を求めるグラフイカルな手法 ③ 0.3 1 0 0 1 0 0 1 

⑨ 0.2 1 0 0 1 0 0 o . 2 5 

Fig.6 

又，図中iと示した点線は φ(t)軸と φ(t-l)車自のスケーJレの比 A/B を表わすものである.すなわち:

(5.3; 11) A φ(t)の単位目盛 __l__J(1十 Rd/ZO)2+(1/Z0)2 
B φ(t-l)の単位目盛 出 V (1-Rd/Zo)2十C1/ZS2，

図の例では， zo=100(n)， Rd=100(O)， aニ1，の場合にあたる. この作図法を用いて第6図の場合について求めた結

果が第7図に示しである.乙の例では，初期値はすべてーl<t三三Oで， 0<φ(t)三五1と仮定して求めた圃 この第7図か

ら次のような結論が得られる:

(i) 無歪条件の成立する場合，減衰パラメータ一日は，主としてパルスの振巾に効果を与える.すなわち日が増すに
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!① 

② 

V(vd) 

③ 

V(vd) 

④ 

V(vd) 

新美

t/2t 1 

2 3 4 5 t/ U 1 

土』
口 彦

1⑤/  
V(vd) 

トーヲ
1 

!⑥ 
V(vd) 

⑦ 

V(vd) 

「ーーーー-， r--

Lー一-' Lーー一

2 3 4 5 

1 2 3 4 5 

⑧ 

V( vd) 

t/2t， 

Fig.7の 1，2， 3 

t/2 t 1 

t/2/， 

t/2/'l 

t/ 2/， 
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⑨ I V(州

Fig. 7 Fig. 6. の①から①迄の場合をグラフィカ

Jレな方法で求めた発振波形

3 4 t/ 2t， 

つれて振巾は減少する.しかし，その半面，パルスは安定化する. しかし，多少，周波数にも影響を与える.しかし

その効果はわずかである.

(ii) 直流バイアスEは，パルスlζ対して複雑に影響する:周波数は Eが増すにつれて減少する.等々.しかし，その

効果はグラフイカルな手法のみでは，明確に把握できない.

(iii) 集中パラメータ{は，パルスの本質，即ち周波数，振巾には効果をあまり与えない. しかし，発援を起乙すかど

うかということには大きい効果を及ぼす.すなわち回路の制御機能としての役割をもっ.

5. 4. (3， 1d)， (3， 4d) 及び (2，1d)， (2， 4d) の場合・

(2， 1d)，と (3，1a)又は， (3， 4a) と (2，4d) とは次の dual変換によって相互に置換することができる.

(5.4; 1) v~i， L~C， R~G. 

したがって，いずれか一方のみを論ずれば偏微分方程式としては同じことである B ここでは (2，1d) を取扱うことにす

る.微分方程式系は，

(5.4，2) ovjox+L・aijot十R.iニ 0，aijox十G.v=O，

である.そこで， (2. 3) と同じ形式の変数変換.

(5. 4; 3) (2. 3) と同じ形式:v(x，t) = 0ωj ox; i(x，t) =-G・叫

あるいは， (2. 3)の dualな形式の変数変換

(5園 4;3a) dual形式:v(x，t)二一L・(owjot)-R'w，

i(り)=日叩jox，

上の両形式のいずれによっても， (5.4; 2)のうち，一方は恒等的にみたされ，他方からは 9

(5.4; 4) 02ωjox2-GL' (awjot) -GR・叩二0，

えtるかたちの偏微分方程式が得られる. 従って， (5.4; 3) と(5.4;4)，又はと (5.4;3a) と (5.4;4) とを連立させて

v， zを求め，そのいずれもが境界条件を満足するよう lこすれば，求める方程式系が得られる.そ ζで，

(5.4; 5) ω三 g-P-u三円t・U，とおくと， (5.4; 4)から放物型の方程式(熱電導の方程式)が得られる:

(5.4;4a) 02ujox2-GL・(oujot)ニ 0，

この方程式を積分方程式のかたちで解を求める方法は， グリーン函数を用いる方法及び基本解を用いる方法等，色々

あるが(皆結果としては同一である)， ここでは後者を用いて， この式の一般解を次の形の方程式iζ表わす:i. e.単層

ポテンシャ Jレによるもの(普通の熱源)と 2重層ポテンシャ Jレ(双極子)によるものとの代数和として表わそう:

i t <p，(ヶ) -~ ， ，itφ2(ヶ)ー (l-X)2
(5.4; 6) 一般解 :u(x，←L2aゾ五(トT)5/2・x.e4a2(t-苛 .dT十jo2aゾ五(t-T)5/2・(必加石F万・dT

jt G MT〕 -M2tG1J!，(ヶ) • ~ ~~ 
一一 ./ e4a2(可 dT十j e4G2(t-T)dT，又，

oイ官、/t-T V -- ，- .. _.， J 0、/-:;tV (t-干7

it 伊1(ヶ) 一一一王乙一一 it 伊，(ャ) -~ 
(5.4; 7) ow(x，仰 x=j 0 2av ~"(t:_:T)3/2.e 4a2(t-7).dT-Jo4(l3V-:;t(t-T) 5/2 山五平不dT

十f: 伊2(T) . (:~X)2" rt 伊2(ナ) '" 0 _ .  (:--:.x)2 
o 2aV-:;t(tーが/2・e 4a2(t-方針-J。初a仔 (t T〉5/2(l z〉2・e4a平日T

「 ψ(， T) 一一」とー it ψ2(T〉 ー」と~
j 0 2aJ ~i(/_T)2/3 ・ x.e 担 2(tI .，-)・dT-jo2aゾ石(t ナ)3/2・(xーかe 4回目)・dT，

そこで，先ず次の変数変換をしておく :a三 1jVGL
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r e-~t ・仇 (t)==y ， (t)， e-μt.伊ェ('r)=e-~(t τ〉・y，(r)， 
(5.4; 8) 定義:イ . 

l e-~t ・ '1' 2(t)三 Y2(t)，e-~t ・'1' 2 (ヶ(=e-μ(ト宅〕・Y2(r)，

e-~t ・ ψj(t)三 'zj(t)(i=1，2)，e-~t ・ψ j(r)=e 附ベ〉・，Z j (r)， 

( 2a.ý~(tーの 2/'==II ， (t-r)(=II， )， r e-4a2(t-T)三三k，(t-r)(=k，)，

(5.4; 9) {a-1 .ý~(tーヶ)'/2三九 (t-r)(= 1I 2 ) ， l e-μ(t-1O)三ん(t-r)(=k2)，

l 4a' .ý~(tーの 5 1'2==11. (tーの(=11.)，

上のような変数変換を行い，U(O， t)， u(l， t)等々を求めると:

(5.4; 10a) 円 .u(O， 日1(t)-1\t附)・~dr十九(r).ムdr+ ft 'z2(r) ・~dr，
J 0--" 112 J 0 -" 112 J 0 

(5.4; 10b) e-~t ・ u(l， MftMT).LELdT-Y20〉 +(tZ2(T).ムdT+(tzJ〉 .LELdf
J 0--" 11， --， ， J 0 ." 112 J 0 -" 112 

(5.4; lla) げ t・(au(O，初日併ry，(r)・ムdr-Y1(t)+ r t Y2(r) ・ k~k2 dr-l' rt Y2(r) ・~.dr-'zl(t)J 0--" 11， --， ， J 0--" 11， J 0--" 11， 

('t ゐ品
十11 'z2(r)・寸!:2_dr，

(5.4; llb) 円・ (au(l， t〉 laz〕 =(tyJ〉 .HLdT-12.(tyJ〉・主主~dr-Y2(t) + ft Y2(r)ム drー
Jo--" 11， Jo--" 11. --" "Jo--" 11， 

('t " kぁ
-11山)寸7LdT十'z2(仏

ここで，注意しなければならないのは， との場合の方程式は，差分の入らない微分積分方程式であるという ζ とであ

る.そこで，次に簡単な場合について，フーリェの方法による解法を試みた.

，-R R，，-， ，-R 0ーl

5. 4. 1. (3， 4d) でかつ， I つ三I_ _ Iの場合;
I-G Gd-I I-G 0-' 

乙の場合，境界条件は

(5.4; 12) u(O， t) =0， 

(5.4; 13) e与t・aufaxlx=l= f(E-Re一号tu) Ix=l， 

となる.先づ，フーリェの方法では，解を次の形，すなわち変数分離(内積)の形K仮定する:

(5.4; 15) u(x， t) =e-)，.2a2t .X(入x)=eー λ匂 2t(Acosλx+Bsinλx)， (5.4; 12)より:

(5.4; 16) A=O， 次に， (5.4; 1めから

(5.4; 17) 世d=E-Reー (μ+λ2a2)t・X(l)，

(5.4; 17a) eー(μ+λ2a2)t. A1. B cos入l=f(E-Reー〔μ+λ2a2)tBsin入の，なる代数的超越方程式が得られる. この方程

式において，入=λ(t) と考えて入を時間の函数として求めれば，Vdは (5.4;17)から求まる ζ とになる.なお，Bは

初期条件からきめられる任意定数である.これらの方程式の数値解は割愛させていただいた.

~6 パルス発生条件の算出法

以上の解析方法lとより，損失分その他の回路パラメーターが，発援パルスにどのような効果を表わすか，すなわち，

回路パラメーターと発振波形，周波数等との関係は大体把握されるが，逆の問題:実際に要求されるパルスを発生する

ためには，回路パラメーターはどんな値をえらぶべきか，という問題を考えてみる.

そこで，先ずこの系の解の集合: (それを解空間と呼ぶ乙とにする)

(6. 1) V dヨVd(t;L， C， R， G; Ld， Cd， Rd， Gd)， 

と書けば，今， ζの空聞に適当な距離，あるいはもっと一般的にノルムを導入する.具体的には，例えばヒルベルト空

間 L2 とみなして，次式で距離を定義する:

(6. 2) d2(v〆戸t:11 Vd(t)一山(t)11 2dt， 

乙の場合，積分範囲は必ずしも〈ー∞，+∞〉でなくてもよい，必要なある有限範囲でよい.一方，パルスの集合空間:

(6. 3) PヨPj(t;T， W， H)， T:パルスの操返し周期 ;W パルス巾 ;H:高さ;

を考える.そのパルス集合空間で，実際l乙要求されているパルス:

(6.4) P(t; T， W， H)=~. ajPj， 

(6. 5) 及びその n次近似:
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?包

(605) Pn(t; T， W， H)='E.. aiPi， 

とすると，結局，問題の定式イ化七 Viのなかから Pn川l乙もつとも近いものを探し出す乙と:すなわち

(符606め) mi加I註1d(ωVdCαt， Lo….口寸.つJ，P ηρ) 
L，a， ー・

となるように L，Cを決定する問題9 一種の変分問題lζ帰着される.この (606)は，又，

r (土)仇 Pn)=O，
I ¥ aLI 

(6. 6a) {、

I (~a~ )d(Vd' P，，)=O， 
t ¥ aC I 

えtる連立方程式が，各の P"について成立するので，回路パラメーターの(ベクトル)列:

(60 7) (Lo， Co， "0)， (L" C"…)，… 
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が得られる.このベクトル (Lj，…〉のノルムが i審目と i+1番目であまり違わない場合には，i+1近似できること

を示している. もし，その差が著しく違う場合には，i近似以上は出来ないことを示している.そして，iと t十1で著

しく異なる素子がある，例えば，Li と Li+1 とが，(Li-Lj+1)/Ljの値がB 相当大きい場合には，Lは精度をよくし

て，慎重にえらばなければ目的のパルスを t近似出来ないことになる.

上i乙定式化された方法を，例えば，ダイナミック・プログラミング手法により解くことも可能と思われる.

~ 7. 結 宅主

E 

以上，ごく大ぎつぱlとではあるが，有損失分布型発振器について， その回路パラメーターと発振波形，周波数との関

係を求める方法，及びその逆の問題:パルスが与えられたときの回路パラメーター決定問題を論じた.

猶g もっと具体的なことについては現在研究中であり，出来次第発表してゆくつもりである. 終りに，日頃，御指

導いただいている，名古E重工業大学武藤三郎教授に深謝申し上げる.また，計算並びに図面の作成にあたって，一方な

らぬ御援助，御助力いただいた愛知工業大学計算機宣言の皆さん，特に小林敏子氏l乙深く感謝する次第である.

APPENDIX 

(附 1.) Kjo(i=l， 2， 3， 4，)の計算:

(Ao 1) K ，o=lIm K， (z) =δ七(-li・一上7・I"(ail，))=，~二Z→ô~~ l ，-/ v ¥ '1υ リi.... ¥''-'''''1./ J 

(Ao 2) K 2 o=limK 2 (z) =a2limよ争L-i:一 二 二KlO

Z→o z→o oz <， 

(Ao 3) K.oニ lim{K.(z)+(μ+δ)K4 (Z)} =limK. (z)十(μ+o)limK.(z)ー_a2Z主ι+(μ+0)' O:Z， = o:/1 

Z→o z→o z→õ--. ，~/ 2'  ". ， -/ 2 2 

_a(X，t) 

(附 2.) でと¥h(r，ιt)drの計算:
dX 01 

(Ao 4) 土 H(r， x， t)==h( r， x， t) 
dr 

とおくと，

(A5〉jazlω

会jhiJ，z，t〉dT=会{H(a(ιt)，x， t)-H(川

=-s-H(寸，x，t) Iτ=山 01)・_;_a(x，t) 十~H(r， x， t)IÞ山， t) 一~H(O， x， t); (A. 4)よりar ...， ，.-.......， ax ..， ax 

a(X，t) 

(Ao 6) =hケJAI-(ht〉.iω)+.1 _;_h ( r， x，のdr
ox ，-" "0  

I-X1 

(A.6) 式を使えば去joyJ〉 れ等々はすべて計算することが可能である・
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(附 3.)熱方程式の初期境界値問題:

先ず，u(s， z)を次の方程式・

(A. 7) LCuJ三三竺 k a'手=0，
dS りz.

の半無限 stripのなかでの解であるとしよう.

(A. 8) 0くzくR，0くら

我々は，この stripの内部の点 (t，x)での Mの値を，記述された境界値及び初期データーを使って表したいのである:

r u(O， z)ニ f(z)，for 0くzくR，
(A. 9) ~ 

L u(s， O)=g(s)， u(s， R)=h(s)， for sく0，

乙の目的のために，我々はグリーンの恒等式を用いることにする.今，v(s， z)が呂djointな方程式の regularsolution 

であるとする:

(A. 10) MCか一三竺 k ~2~ ニO。S dZ“ 

次の矩形のなかにおいて:

(A. 11) 0くzくR，0くsくT，

そうすると，
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=j;sjL(与十仕(寸 v~~) ) 

=j;udz jLω((寸→号)ds

-hjT(μ号 u号)ds

今，vが sとzの外にさらにパラメーター t，x K依在しているとする:

(A. 13) v=G(t， x， s， z)， 

そして， Gは，次の性質を有している・

aG ，a'G 
(a) MCGJ= ー了一-kー ?τ一二0，

dS 司z.

for 0くzくR，O<x<R， 0くsくt，

(b) G(t， x， s， z)-K(t-s， z-x)は，

。くzくR，O<x<R，。くsくt，で連続ある.

(c) G(t， x， s， O)=G(t， x， s， R)=O， for 0くzくR，0くsくT‘

(心 G(t，x， t， z) =0 for 0くzくR，O<x<R， xキz，

このようとrGI乙uが等しいとおくと:

R 

(A. 13) lim ¥ uGdz=u(t， x) (計算略)
T→t-J 

s=T 

なることが導かれる.これから，結論式:

R t 

(A同 u(t，か J!(z)G(t，x， 0， z)dz-ψ(め(~G(tιs， zL)d叫 Sgω)(叫 (tιs，tL)ds 
z=R 0 守 z=o

なる式が導かれる.ここで Gはグリ{ン函数と呼ばれ，実際には，次の式で表現される:

十∞

(A. 15) G(t， x， s， z)二戸 CK(t-s，z-x-2nR)-K(t-s，-z-x十2叩R)J

ここで，K(t， z)~4n:krl/2 ・ e-Iz 1'/4kt， 

又， G は Theta函数を用いて，
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(A. 15a) G=豆長[れ(~~子， 五 Fi土)-8， (一安9 五Fi左)J 

ζ 乙K (J8 は:

十 ∞

8.(v， i7tt)=(Kt)-1/2 z.:: e-(V→n)2jt， 

さらに，次のようにして解を表現することも出来る. (A園N.Milgramによる).

(A. 16) 

ここで9

s s合Z(x，t， ~，切<dT士的〕十S;c(x， t， y，川。。

I 0， ifxeEn-O 

E(x)=~ 1， if xeO， 

lート i向， and is…th at x， 

これらは， jump現象である.古典的なポテンシャル理論との類似により:

(A. 17) U(x， t)= I Iμ(~， T)主-:-Z(x，t， 1;， T)dσ<dT 
。o
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とおく圃 U(x，t)はOのすべての内点で初期値 Oの熱方程式の解である.今 A(I;， t)を0の境界Oで定義されている

与えられ函数であるとする.limU(り)=A(i;o，t) という要求から，ここでzは内部の点を通ってお に近ずき， jump 
z→<0 

関係を考慮すると，次の積分方程式:

(A. 18) A凡(α佑1;0ιω川0't)の山〉

o 0 

が導かれる.これらの式で注意すべきは，すべて十分に滑らかな解析函数であるということである.

らの解の有限個の傭導関数も又解であることに注意する圃
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