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トノレク比一定の歯車に関する研究

(第 l報〉

久野精市郎

Study on the Tooth Profile of Constant Torque Ratio. 

(Ist Report) 

Seiichiro KUNO 

are variated in proportion to the rotating angle 

On account of th巴 frictionarised from the sliding contact of teeth， transmitting torques 

In this report， the path of contact is exposed to the polar coordinate， and the operating 

equations of tooth pro五lesbeing exposed by the tangential polar coordinate are obtained in 

case of the transmitting torque being constant. 

At the approach and the recession n巴arthe torqu巴 point，the directions of arised friction 

oppose to each other. The uniformity of the tooth profiles due to those and the error of the 

transmitted rotating angle are considerated. 

U sing to those op邑ratingequations， the tooth profile equations in it are obtained that the 

path of contact are both a straight line and a circle. 

1.緒言

一般にかみあう平歯車の聞の相対運動は，両歯車の瞬

間中心であるピッチ点のまわりの回転運動である

しかし歯面には摩擦力が働くので伝達トルクは多少変

動する.とくに時計歯車などのよう lこ弱い動力源から出

発する調時歯車列などではこの摩擦によるトルク変動の

値は無視できない値となり，そのために種々の修正歯形

が使われている.

回転比と伝達トルク比が共に一定て、ある歯形は理論的

lとは実用にならない(1)乙とがわかっているので， 乙こで

は従来の伝達速比一定の条件をやめ，伝達トルク比一定

の条件のみで歯形を求めることにした

然して鏑形曲線を接線極座標で，接融点の軌跡を極座

標で表わした場合のかみあい方程式を求めた.この方法

によれば歯形の式が容易に直交座標で求められる

トルク比一定の歯形でもトルク点前後の近寄り側，遠

のき側で摩擦方向が異るのでそのための歯形の連続性を

考察し，更に回転角伝達誤差の関係を明からにした.ま

たかみあい方程式より，接触点の軌跡が直線の場合，円

の場合の歯形の式を求めた.

2. トルク比一定の条件

諸元を次のように定める，

各歯車の回転中心 0" O2 

歯車の回転速度をきめる点 P 

歯車の伝達トルクをきめる点 Q 

両歯形の接点 T 摩擦角 λ 

回転力 N 摩燦力 f 

合成力 F 摩擦係数 μ 

Ifl=Nt加入二μN

0， 
dJ 

M2 

0，駅間j
2
 

ハU

(a)近寄り I'-IJ (b)遠のき側

第 1図 歯面lこ働く力の関係
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歯形の共通法線から摩擦角だけ傾く線 QTと0，0，との

なす角。

QTへの 0" 0，からの垂線の長さ dυ d2 回転ト Jレ

ク M" M2 

O，Q=R， 02Q=R2とすると第 1図から明らかなよ

うl乙

M ，_ d，F _ R，sine R工申

M， d2F R2sine R， ι 

すなわちトルク比が一定になるためには点Qが定点で

あればよい.

3. かみあい関係

0，を中心とした半径 R，の円と i歯形曲線との交点を

仇とし，O，q，を0，歯車の基準線 (y輸)とする. ま

た0，を通ってこれと直交する線を z軸とする.

0，歯車でも同様に 02Q，をO2歯車の基準線 (y軸)

とし， 0，を通ってこれと直交する線を z軸とする.

かみあい点における両歯車の共通接続くと 0，歯車の基

準線との交点を b" そのなす角を a，とする.また O2

歯車の基準線との交点を九， そのなす角 taa，とする.
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第 2図近寄りかみあい

両歯車の座標の極を 0"O2 とし，これから共通接線

へ垂線を引いてその長さを P" P2 とする.また点 Q

からかみあい点までの長さを QTニf とする.

接線極座標の関係(2)から

dP， ~ dP 
Tal=~ Ta"ニーァムと表わせる.

aa1 aa2 

然るとき接触点の軌跡を点Qを極とする極座標，歯形

の式を 0" O2 をそれぞれ極とする接線極座標で表わし

た場合のかみあい方程式はー歯のかみあい中で入を一定

とみなせば次のようになる.

近寄り側

0，歯車の歯先 (Pヱ=R，cos(e+λ)+rcos入
~ dP …(1) h寸二郎in(e十入〉地inλ

0，歯車の歯元 (P2二 R2COS(e十入)-rcosλ

iZヶR，si吋 + 入 ) 山 (2)

遠のき側

0，歯車の歯元 (P，=R，cos(e一入)-rcosλ

i旦引仰山lnλ(3)
dα1 

O2歯車の歯先 (P，ニR2COS(e λ)+rcos入

iZヶR2si吋一λ)吋 n入 (4)

0， 弘、
a， 
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 第 3図遠のきかみあい
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また 0" O2 をそれぞれ両歯形曲線の原点とし，0，歯

車では y軌のプラス側を 0，仇方向にとり O2歯車で

はプラス側を 02Q，方向にとった場合の歯形を直交座標

で表わすと次のようになる.

0，歯車(_ _ D __~ _. ， d P， 
rx=-p，co呂田1十一7一"-Slna，
~ ， ~a 出 1 ・ (5 ) 
I ~. ，dP I y= P ， sinæ ，十~cosal
、 ια1

。2歯 車 (_ _ D _~~ _. ， d P 2 I X=-P2COS日2十一τ一"-Slna2

~ ，n
aa2 "....(6) 

I n ..' ，dPーI y= P 2sinæ2 十~cosα2
、 α日2

すなわち接触点の軌跡として fニア(0)が与えられると

これと(1 )式より r，0を消去し， その関係を (5)式

に代入すると 0，歯車の歯先のl歯i形が求められる.

同様にして (3)，(5)式より 0，歯車の歯元の歯形;

(2)， (6)式より 0，歯車の歯元の歯形;(4)，(6)式

より O2歯車の歯先の歯形がそれぞれ直交座標で表わせ

ること lとなる.

4.歯形の連続

トルク比一定の歯形では点Qにおける歯形の接線は基

準線lこ対しである角度 βをなしていなければならない.

0， 0， 

戸
β 

O2 
0， 

(a)近寄り終了点 (b)遠のき出発点

第 4図 点Qの歯形

近寄り側の終了点における 0の値を 00，とし， 遠のき

側の出発点における 0の債を 002とすると歯形が連続で

あるためには第4図から明らかなように次の関係が必要

である.

(U0=:ω .….一，(7 ) 
002三 τ 十入←β

また 0024より

{区β 一(8)
802=801十2λ

接触点の軌跡が点 Ql乙至る瞬間の場合と出る瞬間の場

合の 801H 802，β(点 Qにおける歯形の傾き角)，入(摩

擦角)との関係を図lζ表わすと次の通りである.

600' 

7ぴ

Bぴ

2，5' 

900 

9ぴ
800 7ぴ 600 50。

8'02 

第 5図点Qの前後における 0の関係

かみあい歯面閥の摩擦係数は歯車の材質，表面あら

さ，歯車誤差，潤滑油の種類，回転速度，荷重の大きさ

などによって相当異った値となる.またこれらの条件を

一定にしても温度上昇による油の粘度の影響が著しく，

さらに伝達されるトルク M，を一定にする場合には，か

みあい点の位置によって法線力も変動しなければならな

し、(3)

然してこれらの摩擦を含んだ現象を数学的に完全な形

で解くことは不可能であるので，ここではー歯のかみあ

いにおける各接触点に於て λの値を一定とみなした.

5. 回転角伝達誤差

トルク比一定の歯形では点 Qが定点となり，歯形の共

通法線と 0，0，との交わる点 P は回転と共に移動する.

したがってこれによる回転角伝速誤差はさげられないも

のとなるのでこれについての検討を要する.

第 6図及第7図において歯形の共通接線と 0，02 との

交点を C，かみあい点 Tにおける両歯車の基準線 O，b，

(近寄り側)， O，b2 (遠のき側)の 0，02 1こ対する傾き角

をそれぞれ伊1，CfJ2 とする.

ムO，b，C，ムO，b，C で
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第 6図

回転角，近寄りかみあい 回転角，遠のきかみあい

近寄り側では LPCT=号一(11+λ)

遠のき側では ぷ PCT=す一(6ーλ)

ゆえに

近寄り側[仇=(6十入+a，)-! 
{ー…(9)

|伊2-す一(0十入+a.)

遠のき側 f帆=喜一(6ーλ十a，)
{ 司…(10)

iφ.= (6一入十四.)ーを

すなわちー歯のかみあいに生ずる回転角誤差そ e， 回

転比(減速比または増速比)を tとすると

近寄り側 e=仇 -i'P. ………………...…・・…(11)

遠のき側 e=一(伊1-i'P.) 

=i伊2一伊1 …………………………(12)

伊1，<P2 は正とするので近寄り側と遠のき側で符号を変

えれば正負の関係(すすみおくれの関係)が合ってくる.

上式と (9)，(10)式より

近寄り側

e=6+入十町 -E-t{互ー (6十入+(2)~ 2 . l2 ，-，..， -V  J 

=(1+仲村一引+a，+ia2...............(13)

遠のき側

é=i~ (6一入+(2)ー竺}一{互ー(6一入十日，)} l'- ..， -v  2) l2 ，- "'-"f 

=(川(6ー λ-f)十町+ia................(14) 

また (1)式と (2)式より

近寄り側 (R， +R.)cos(6+入)=P，十P.…(15)

(3)式と (4)式より

遠のき側 (R，十R.)cos(Oーλ)=P，十P. …(16)

が求まる.

すなわち接触点の軌跡 r=r(0)が与えられているの

で(1)式よりれ Oを消去した Pl，a1 の式がが求ま

る. この式で aェの値を決めると P，の値が求まるの

で，(15)式より P2の値が求まる.

次Kr=ァ(6)と(2)式より r，6を消去した P2' a2 

の式にこの P.の値を代入すると， 0，歯車の a，l乙対

する O2歯車の a.の値が求められる.

この a1，a2 と (13)式よりそのかみあい点における

回転角誤差が求まる.

遠のき側も全く同様にして求められる.

6.接触点の軌跡が直線の場合

接触点、の軌跡として直線を与えた場合の歯形の式を求

める.

6.1. 近寄り側

6.1.1. 0，歯車の歯先

。=6。とすると(1)式より

(ーェc叫+山∞
Jロ
一了」一=R，si加n(仔60十λ)+rsinλ
aa， 

上式K cos入， sin入を掛けて引くと

ヰ .!...cos入-P，山 =R，{sin(60 +めcos入-cos(60
aa， 

+λ)sinλ} 

=R，sin60 
dP 

ー ァ よ=R，豆坦.!!...+P，t回 λ ・…....・H ・(17)
aa， -cos人

P，sin入+R，sinOo=!=Oであるから

da ， =~P，cosλ 
1 - P，sinλ十R，sinO0

aェ=cotλlog(P，sin入+R，sin60) +C 

初期条件として点Qにおける歯形の傾き角を αl=aO と

すると

P，=R，sinao 

C=ao-cot入log(R，sinaosinλ+R，sin60)
0，歯車の歯先の式は

P，sinλ十RヱsinO
1 -aO=cot入log 0 ・・…(18)

R，sinaosin入十R，sinO。
すなわち引を与えると P，が求まる. これらの関係と

dP 
(17)式より求めた寸ームの値を (5)式に代入すると

~~1 

0，歯車の歯先の歯形が X，Y座標で与えられる.

6.1.2. O.歯車の歯元

(2)式より

{PAω山 一 入
dP ーァ2..=R.sin(60+入)-rsin入
aa. 

前と同様にして

dP. 
IA'.;.... a cosλP.sinλ=R.sin60 
aa. 

dP. ~ si 
U<_:r.L 2 = R2~些.!!...+P 2 tanλ ……… (19)
aa. c刀S入
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P2sin入十R2sin8o十Oであるから

dα。 dP2cosλ
“ P2sin入十R2sin8o

出 2=COtλlog(P2Sin入十R2sinDo)+C

点 Qにおける歯形の傾き角を α2~日。とすると

P2=R2 sin日。

O2歯車の歯元の式は

in入十R2sinD出 0 日 2二 cot入log....'-2u:，.J...J.."".OO:.J._J._，'..~ .L L.2;:)~ .J._.L VO ・ (20)

P 2sin入+R2sinD。
0，歯車の歯先の場合と同様に (19)，(20)式と (6)式よ

り0，歯車の歯元の歯形が与えられる.

6.2. 遠のき側

6.2.1. O2歯車の歯元

8=D。とすると (3)式より

{ー1叫 o わ cos入
dP 
~=Rlsin(e。一λ〉十T自入
aa， 

上式lこ cos入，日in入を掛，jて加えると

dP 
-rLcos入十 P，sin入=R，{sin(8。 入)cosλ十cos(D。
-且A'
入)sin入}

=R，sinDo 

dP 
~=Rl_::ごと子一一 P ， tanλ ・田………(21)
G出， cos人

R，sinDo ~ P ，sin入ニOのとき

R，si判白
1一一←一一"2._…・・…………・・ ………(22) 

sinλ 

乙の場合は引の如何にかかわらず P，は一定となる

(21)， (22)， (5)式より 0，歯車の歯元の歯形が求めら

れる.
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点

P，ニ R，si耳目。

0，歯車の歯元の式は

IR，sinDo ~ P ，sin入|
一日 1=cot入logl.;:' トー(23)

IR工 sinÐo~R， sinαosinλ|

(21)， (23)， (5)式より前と同様lとして求められる.

6.2.2. O2'，歯車の歯先

(4)式より

(P士山川一
dP 
一「土=R， sin(Ð。一入)~rsin入
aa2 

前と同様にして

dP 
~cosλ十 P 2sinλ=R2 sinÐ 。
aa2 

dPo ~ si 
-，-ーと二九三竺"-~P ， tan入……… (24)

日出 2 COSA 

R，sinDo ~ P 2sin入ニOのとき

p， =R，sinD 
2一←7 て土 ・・・・……・・…ー・...(25) 

Sl工1入

(24)， (25)， (6)式より 0，歯車の歯先の歯形が求めら

れる.

R，sinDo ~ P ，sinλ=トOのとき

日 2二 cot入logI R2sinDo ~ P 2sin入lトC

点 Qにおける歯形の傾き角を町二日。とすると

P，二 R，sinα。

。2歯車の歯先の式は

_IR2sinDo-R，sinαosin入 12α。=cotλlogl ト..(26) 
。 R2sinDo-P 2sin入 1

(24)， (26)， (6)式より O2歯車の歯先の歯形が求めら

;11，る

7. 接触点の軌跡がァ=2acosDの場合

Q 

第 8図接触点の軌跡

遠のき側の接触点の軌跡として半径 G の円を与える.

トルク比一定の歯形ではその連続性から遠のき側出発点

の Oの値がすで，回転と共M の値が減少していくよう

な接触点の軌跡が好ましい.

7.1. 0，歯車の歯元

(3 )式より

(ーcos(8ー入)一λ
dP 
~=R， sin(Ð 一入〕十 rsinλ
G出 l

P，ニ R，(cosDcosλ十sinDsin入)~ 2acosDcos入

三三 (R，~2a)cosecos入十R， sinÐsinλ

dP 
~= -(R， ~2a)cosÐsinλ十九sinÐcos入
α日正

上式l乙cos入， sin入を掛けて加減すると

(JP ← 7 ーとcos入十 P，sinλ=R工sine
aa， 
dP， 

十 7-sin入 P ， cos入ニ (2a~R工 )cosÐ
aa， 

2a~R ， 二 O のとき (0，歯車の半径と接触点の軌跡の円

の半径が等しいとき)

dP， 
-，一_!_sin入-P，cos入=0
aa， 

4EL二 P工coti¥.… 一 …日目.......固く27)
aa， 

0，歯車の歯元の式は

dP dα=tan入ーてよ… ……………・(28)
" 1 

2a-Rェ十0のとき， 0，歯車の歯元の式は

1 rdP， __， ， ~ . ， i 2 ， ] 
一~~一一一王cos入十 P ， sinλ} 十一一←二一一-R，2tda， --~，.， A l~.~"J '(2a~R， )2 

....，~_._ lsin入 P，cos入r=1 ...(29) { dP2  
d日 1

7.2.0，歯車の歯先

(4)式より
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CCL c o s h〉仇OSλ
J 
-~-よ=R2 sin(0一入)-rsin入
~U2 

r=2acosOを代入して整理すると

久野精市郎

(P 2 = (R2 + 2a)cosOCOSλ+R.sinOsinλ 

i;ロ一~=ー(R2十2a)cosOsinλ十R.sinOcosλ
aOl. 

上式l乙 COSλ，sinλ を掛けて加減すると

P 2sinλ+~cos入=R.sinO(JD aOl. 

dP2 p.cosλ一-yー，;;_sinλ=(R2 + 2a)cosO 
~U. 

O.歯車の歯先の式は
1 I ~ _ _， ， dP. __ _ i' ， 1 

τ手す~ P .sin入 +~cos入} +一一一三一一-Rl l ----- dOl. ---.-J . (2a十R.)2

{f:2)2 p.cosλ 一一一2...sin入~ =1・・ (30)
u. u; 2 .... 

8.結言

(1) トルク比一定の歯形では接触点の軌跡は歯形の共通

法線と摩擦角だけ傾いた方向K移動する. トルク点Q

は定点となるのでピッチ点は回転と共K O，0• 上を移

動しその値は回転角誤差となる.

(2) 接触点の軌跡が点Qを極とする極座標で与えられた

場合のかみあい方程式を， 0" O.を極とする接線極

座標で表わした.乙の方法化よれば歯形の式を容易に

直交座標で表示できる.

(3) 歯形は点 Qである角度s(注入〉だけ傾いており，接

触点の軌跡の範囲には制限がある.特に遠のき側出発

点での 002の範囲が少いので， 遠のき側の接触点の軌

跡を直線には選びにくい. (直線にすると 0，歯車の

歯元，O2歯車の歯先の部分が少くなる)すなわち 002

=?で回転と共に 6.が減少する軌跡が好ましい・

(ω 接触点の軌跡が直線の場合，遠のき側の接触点の軌

跡が円の場合の歯形の式を求めた.

これらの結果がトルク変動を小さく押えたい場合の歯

形設計の参考になれば幸いである.終りに本研究K御指

導頂いた本学機械科藤井義信教授に厚くお宇しを申しのべ

る.
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